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Avant-propos (2!°™€ gdition)

Au doctorat, mon superviseur m’a dit, un jour ou je me plaignais d’une erreur
typographique sans conséquence dans ’excellent Elements of Applied Bifur-
cation Theory de Yu. Kuznetsov, qu’on pourrait sans aucun doute choisir un
livre de mathématique au hasard dans un bibliotheque quelconque, ouvrir
une page aléatoirement dans le texte, et trouver au moins une erreur dans
une fenétre de 5 pages.

Tout ¢a pour dire que j’ai récemment retrouvé les fichiers utilisés lors de
la premiere édition de ce bouquin, et je me suis dit qu’il serait peut-étre bon
de les nettoyer un peu, apres 16 ans.

Oh boy....

Il reste encore sans doute quelques coquilles, mais je crois bien m’étre débar-
rassé des erreurs les plus flagrantes (dont il y avait une quantité inquiétante).
J’en ai aussi profité pour modifier le ton ou le style parfois un peu désinvolte
que Robert et moi empruntions a I’époque ou nous étions encore étudiants,
quoique j’ai gardé le texte original a plusieurs reprises.

Cette nouvelle édition est utilisée comme référence principale dans les
cours MAT 1700 et MAT 1729 offerts a I’Université d’Ottawa. N’hésitez-pas a
consulter quelqu’autre ouvrage vous semble utile.

En passant, vous retrouverez des vidéos et des notes de cours pour ac-
compagner le livre au data-action-lab.com/le-calcul-dans-la-joie/.

Bonne lecture!

Patrick Boily,
Wakefield, 2020.

N.B. : il reste encore des passages de gout douteux dans ces pages... désolé.






Avant-propos (1°T¢ édition)

La seule certitude —
Est-ce que ca valait la peine ?
Demande a la fauche.

— E. ArRTHUR KELLY

Etudiantes, é¢tudiants, enseignantes, enseignants :

Les livres de calcul se suivent et se ressemblent. Pourquoi alors ajouter
un titre a la litanie des textes sur le marché? Les raisons en sont simples : il
y a peu de livres en frangais préchant le style mathématique nord-américain ;
ceux qui le font sont généralement des traductions, et surtout, ils sont rare-
ment abordables.

Le présent ouvrage a été congu spécifiquement pour répondre aux exi-
gences du cours MAT 1700 — Méthodes mathématiques I offert a I'Univer-
sité d’Ottawa : il contient les explications mathématiques de plusieurs con-
cepts abordés en science économique ; I'ordre de ’exposition facilite la com-
préhension ; les exemples et applications détaillés démontrent I'importance du
sujet, et les nombreux exercices cimentent 1’acquisition des connaissances.

Le calcul dans la joie peut tres bien étre utilisé de concert avec d’autres
ouvrages : Introduction au calcul différentiel et intégral (traduction) de Mett
et Smith ou encore Calculus de Anton ont par moment influencés les auteurs.
Plusieurs des questions a choix multiples proviennent des notes de cours de
Luc Demers, qui enseignait jadis a I’'Université d’Ottawa.

Dans le cadre d'un cours d'un semestre (c’est-a-dire environ 45 heures
d’enseignement), nous proposons a ’enseignante et a l’enseignant le chemi-
nement suivant :

1.1, 1.2, 2.2 (2.2.1, 2.2.2), 4.3, 4.4, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 6.1 (sans
les dérivées implicites), 6.3, 6.4, 6.5, 6.6, 2.2.3, 7.1, 7.2, 7.3 (sans la
démonstration du théoreme fondamental), 7.4, 8.1, 8.2, 8.3, 9.1, 9.2, 9.3,
9.4 (survol rapide), 10.1, 10.2, 10.3, 10.4.

Vil



viii AVANT-PROPOS

Ce livre contient plusieurs exercices : les questions accompagnées du sym-
bole % demandent un peu plus de travail. Les réponses de la majorité des
questions impaires, ainsi que les solutions détaillées de plusieurs problemes
sont fournies en annexe. Nous aimerions remercier Southida Deschamps, My-
riam Lacasse, Andrée Laflamme et Anik Séguin qui ont décelé certaines er-
reurs et coquilles dans les solutions.

Finalement, permettez-nous d’offrir aux étudiants et étudiantes quelques
conseils afin d’augmenter leur chances de succes :

1° Posez des questions : a I’enseignant ou a I’enseignante, a vos camarades
de classe, a votre belle-mere, a votre poisson rouge, mais surtout a vous-
méme. Ecoutez les réponses que l'on vous donne, et plus particulierement
celle qui proviennent de vous.

2° Pratiquez ; faites des exercices dont les solutions ne sont pas données.
Vous devriez étre en mesure de déterminer si vous étes sur le bon chemin.
Un échec peut s’avérer tout aussi instructif qu'une réussite.

3° Faites des mots-croisés, jouez a l'avocat du diable, composez des hai-
kus, discutez de politique. Les mathématiques combinent le hobbyiste, la
juriste, l'artiste et I'anarchiste qui résident en vous; joignez-vous a tous les
camps.

4° Donnez-vous la chance de tomber en amour avec le matériel. Que vous
cherchiez 1'obtention d’un diplome ou d’un emploi, a combler votre désir
de vaincre I'inconnu, ou encore d’ajouter a vos connaissances, peu importe,
amusez-vous : peu de gens apprennent vraiment ce qu’ils ou elles détestent.

Ne laissez ni les difficultés ni vos professeurs vous intimider ; retroussez
vos manches et bon travail !

Patrick Boily,
Robert Hart,
Ottawa, 2004.
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Premiere partie

Du haut de ces pyramides...






On peut aisément évaluer la température du paradis d’apreés les données dont on
dispose, notamment celles qui sont contenues dans la Bible : En outre, la lumiére de
la lune sera comme la lumiére du soleil et la lumiére du soleil sera sept fois la lumiére
de sept jours (Isiah 30:26).

Ainsi le paradis regoit de la lune un rayonnement équivalent & celui qui parvient sur
la Terre et sept fois sept (49 fois) plus de rayonnement que la Terre n’en regoit du
soleil, soit un rayonnement total égal a 50 fois celui que regoit la Terre. Ces données
nous permettent d’évaluer la température du paradis : sachant que la température du
paradis est telle que la chaleur perdue est égale a la chaleur regue, le paradis perd 50
fois plus de chaleur par rayonnement que la Terre. En utilisant la loi du rayonnement
de Stephan-Boltzman : (%)4 = 50, ou E est la température absolue de la Terre
(300 K), on trouve que H est égal & 798 K, soit 525°C.

La température exacte qui régne en enfer est plus difficile & déterminer, mais elle ne
peut dépasser 444,6°C, la température de vaporisation du soufre : [...] l’impie trouvera
sa place dans un lac de feu et de soufre [...] (Révélations 21:8).

S’il s’agit d’un lac de soufre en fusion, cela signifie que sa température est inférieure
au point d’ébullition du soufre (444,6°C), car au dessus de cette température, il n’y a
plus un lac mais un nuage de vapeur de soufre.

Ainsi, au paradis, la température atteint 525°C, tandis qu’en enfer, elle est inférieure

a 445°C. 1l fait donc plus chaud au paradis qu’en enfer !

— AUTEUR INCONNU
Extrait d’un article publié en 1972 dans Ap-
plied Optics. Traduit par le groupe ZAFTRA.

Tim Healey a publié une réfutation (emprun-
tant le méme style) de cette démonstration en 1979,

dans le Journal of Irreproducible Results.






Chapitre 1

Les séries

Avant de se lancer de plein fouet dans le calcul, nous commencons par un
concept qui trouve ses application a la fois en mathématiques et en science
économique.

Exemple 1 (PLACEMENT ET INTERET) Un montant de 50$ est déposé dans un
compte en banque a chaque début de mois durant deux ans. Le taux d’intérét
annuel est de 6%, composé mensuellement. Quel est le solde du compte apres
vingt-cing dépdts mensuels ?

Solution: Le taux d’intérét est un taux annuel, c’est-a-dire que 'intérét mensuel
est % = 0.005. En général, le solde S,, au début du n—ieme mois (tout juste
apres le dépdt mensuel), pour n > 2, sera

S, = solde au début du mois précédent + intérét mensuel + dépot mensuel
= Sp—1+0.005S5,-1 + 50
= 1.005S,,—1 + 50.

Ainsi, le solde S,, apres n mois dépend du solde S,,_1 apres n — 1 mois, qui dépend
lui-méme du solde S,,_», et ainsi de suite.! Mais ceci ne nous indique toujours
pas comment calculer S,. Remarquons qu’au tout début, le solde S7 est le dépot
initial, c’est-a-dire 50. Le solde Ss sera

S9 = solde au début du premier mois + intérét mensuel + dépot mensuel
=51 + 0.00557 + 50
= 1.00557 + 50
= (1.005)50 + 50,

1. Ce type de relation est appellé relation de récurrence.
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le solde S5 sera

S3 = solde au début du second mois + intérét mensuel + dépodt mensuel
=52 + 0.00555 + 50
= 1.00555 + 50
= 1.005 ((1.005)50 + 50) + 50 = (1.005)250 + (1.005)50 + 50,

et le solde Sy sera

S4 = solde au début du troisiéme mois + intérét mensuel + dépot mensuel
=53+ 0.00553 + 50
= 1.00553 + 50
= 1.005 ((1.005)250 + (1.005)50 + 50) + 50
= (1.005)350 + (1.005)%50 + (1.005)50 + 50.

En général, le solde S, est donc

S, = (1.005)" 7150 + (1.005)" 7250 + - - - 4 (1.005)50 + 50
=50 ((1.005)" ! + (1.005)" "2 + - - - + (1.005) + 1) .

Ainsi, le solde apres 25 dépdts est donné par
Sas = 50 ((1.005)** + (1.005)* + - - - + (1.005) + 1), (1.1)

dont la valeur approximative est 1327.9683. [ |

Comment obtient-on cette valeur ? Vous pourriez toujours la calculer directe-
ment, mais lorsque n est tres élevé, cette méthode n’est pas tres avantageuse.

Nous utilisons les séries (et plus particulierement les séries géométriques)
afin de résoudre les problemes de cette expeéce. Le symbole >, que 'on pro-
nonce <sommes, est utilisé pour simplifier les expressions contenant la somme
de plusieurs termes : par exemple, la série

7
>
=2

représente la somme as + az + a4 + as + ag + az, quelque soient les termes a;.



Les symboles qui accompagnent Y indiquent les termes qui font partie
de la somme; ici, les termes a; (qui dépendent en général de i) doivent étre
additionnés successivement, de as jusqu’a ar, inclusivement. Ainsi,

3 19
Zai = a;+as+az, tandis que Z 20 =2(2)+2(3)+---+2(18) +2(19).
i=1 =2

Dans notre premier exemple, (1.1) peut s’exprimer de la fagon suivante :

Sys = 50 4 50(1.005) + - - - + 50(1.005)? Z 50(1.005)°

Dans plusieurs cas, il existe des formules spécifiques permettant de calculer
la valeur d’une série :

k

Sl=1t1+-+1=k (1.2)
i=1 k fois

k

k(k+1
=1
k
1)(2k +1

22‘2:12+22+---+k2=k(k+ J2k+1) (1.4)

6

De plus, les formules suivantes permettent de simplifier les combinaisons de

séries :
Zkai:kZai et Z(amtb Zal—i-Zb (1.5)

Exemple 2 (VALEUR D’UNE SERIE) Calculer la valeur des séries suivantes, en
utilisant les formules (1.2)—(1.5).

5 5
1) 3=3) 1=3(5)=
=1 =1
7 , ! . 7(7+1)
Q.Z(1+z):ZI—I—Zz:7+ 5 =35
% ] i=1
19
321+z = (1+2i+i%) ZlJrQZ +Z2
i=1 ]

19+219(19+1)+ (19+1)(2(19)+1) — 9869. -
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1.1 Les séries géométriques

Les séries de la forme

k
Zari:a+ar+---+ark,

1=0

ou a et r sont des constantes, portent le nom de séries géométriques. La
série (1.1) du premier exemple est une série géométrique avec a = 50 et
r = 1.005. Il est facile de calculer la valeur d’une telle série. Soit

k
Sk+1 ZZaTi=a~l—ar~l—---+ar’“.
i=0
Ainsi,
rSpi1 =r(a+ar+---+ar®) = ar +ar® + ---ark*!
et

(1—7)Sp41 = Spp1 —7Sps1 = atar+--+ar® —(ar+ar’+- - ark*tl) = a—ark+!,

d’ou .
k+1
_ i@ (1—r)
Sk+1 = ZCLT = ?, (16)
=0
tant et aussi longtemps que r # 1.2 C’est ainsi que nous avons obtenu la
valeur de S5 dans le premier exemple : en effet,

24

. 1— (1.005)%
525:250(1.005)’=50( (1.005)7)
=0

~ 1327.96.
1—1.005 321.96

Exemple 3 (SERIES GEOMETRIQUES)

N

—_

—~
—_
—
[\
~

ot

S—

2. Car il est impossible de diviser par zéro. Cependant, si r = 1, la série géométrique
est en fait une série de la forme (1.2), dont nous connaissons déja la valeur.
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127
3. Z 3(—1)i = 3(—1)0 N 3(_1)127 _ 3 (11__((—_11))128)
i=0

4. Pour contrevenir a un sérieux manque d’humour, un clown regoit une dose
de 100 mg de XenBoB & chaque heure ; en une heure, son corps élimine 70%
du médicament qui 8’y trouvait avant ’administration de la nouvelle dose.
Quelle est la quantité de XenBoB dans le corps du clown immédiatement
apres la sixieme dose ?

=0.

Solution: Soit @), la quantité de XenBoB dans le corps du clown immédia-
tement apres la n—iéme dose. Ainsi, pour n > 2,

Qpn = 0.3Qn_1 + 100.

La quantité ), dépend de @Q,_1, qui dépend elle-méme de Q,,_o, et ainsi de
suite. Remarquons que )1 correspond a la dose initiale, c’est-a-dire 100. La
quantité Qo sera

Q2 = 0.3Q1 + 100 = (0.3)100 + 100,
la quantité Q3 sera
Q3 = 0.3Q2 4 100 = 0.3 ((0.3)100 + 100) + 100 = (0.3)?100 + (0.3)100 + 100.

En général, la quantité @,, est donc donnée par

n—1
Qn=>_100(0.3)".
1=0
Selon la formule (1.6), Qs = %(()%3)6) ~ 142.7530 mg. [

Maintenant, supposons que le médicament XenBoB entraine une dépendance.
Si notre pauvre clown regoit une nouvelle dose de 100 mg a chaque heure,
indéfiniement, et si son corps continue d’éliminer 70% de la quantité présente
de XenBoB a chaque heure, que se produit-il 7 Par exemple, apres 6 doses,
il y a 142.7530 mg de XenBoB dans son corps; apres 9 doses, il y en a

~100(1 — (0.3)%)
N 1-0.3

Qo ~ 142.8543 mg,

selon la formule (1.6); apres 11 doses, il y en a

100(1 — (0.3)™1)

@ = 1-03

~ 142.8569 mg,
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toujours selon la formule (1.6), et ainsi de suite. En particulier, pour toute
dose suivant la douzieme, les quantités (), possedent les méme quatre pre-
mieres décimales : par exemple, Q17 = 142.8571... et (Qa083706 = 142.8571...

Les séries infinies sont des séries pour lesquelles il n’y a pas de bornes

o0
supérieures. Ainsi, E — représente 'expression 1 + % + % + - -+, tandis que
i
i=1
oo
5 i représente ’expression 1+ % + }l + % +---. Mais au contraire des séries
i=1

partielles (ou non-infinies), les séries infinies n’ont pas toutes une valeur. Par
exemple, la série

[ee]

d i=1+243+445+-

i=1
n’en a pas. Une série qui n’a pas de valeur est dite divergente; une série
qui en a une est convergente.

En général il n’est pas facile de déterminer si une série infinie converge
ou diverge, quoi qu’il existe plusieurs tests pour le faire (nous en reparlerons
au chapitre 9). Mais dans le cas des séries géométriques infinies, la regle est
tres simple.

Théoréme 1 (CONVERGENCE DES SERIES GEOMETRIQUES) Soit

o0
Zar’:a+ar+ar2+a7’3+---
1=0

une série géométrique infinie. La série converge si et seulement si |r| < 1.3
De plus, si la série converge, sa valeur est donnée par

00 4 a
L — ) 1.7
;ar — (1.7)

Exemple 4 (SERIES GEOMETRIQUES INFINIES)

=1\ 11 1 , L
I.Z 5 :1+§+Z—|—-~=1_%22,pulsque|7“]:|§|<1eta:1.
i=0

3. En mathématiques, I’expression <si et seulement si»a un sens particulier : elle
contient deux énoncés. Dans ce cas particulier, les deux énoncés sont : 1. la série converge
si|r| <1, et 2. la série diverge si |r| > 1.
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o
2. 23(2)Z =1+2+4+--- est divergente puisque |r| = |2| > 1. Si on essaie

i=0
d’utiliser la formule (1.7) pour une série divergente, le résultat est souvent

absurde : par exemple avec a = 1 et 7 = 2, nous obtiendrions

0 .
221214_24_44_84_...:7:_1’
1=0

ce qui est évidemment impossible.

(-3 3 3)\? 2 8
3. 22<4> :2+2(—4>+2<—4> +---:1+%:?,pulsque

=0
|r|:\—%|:%<leta:1.

4. Lorsque la borne inférieure n’est pas 0, il y a deux fagons de procéder. Par
exemple, la série
> (5)
s’évalue comme suit :
Premiére méthode : Les séries géométriques — | et — | sont
siométsines 32 (5) o 3 (5)

i=3 2
liées par la relation

00 7 0 i
1 1 1 1
>(5)=-2() 155
2 ¢ 2 2 22
Ainsi, '
= /1) 1 11 701
2.\3) =01t itt ity
i=3 T2
Seconde méthode : La série peut se ré-écrire sous la forme
)Y () [ UL NS By O S SRS B o S |
—~\2) 28 2472 23 2 22 4223\ 2

dont la valeur est .
23

1
1

2ol ool —

5. Les séries géométriques peuvent étre utilisées pour trouver la représentation
fractionnaire d’un nombre rationnel décimal. Par exemple, le rationnel

0.181818181818181818181818...
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peut s’exprimer a l'aide de la série géométrique
0.18 + 0.0018 + 0.000018 + 0.00000018 + - - - = Z 018 — | .
par 100

Selon le théoréme 1, la série converge puisque |r| = ﬁ < 1; elle prend donc
la valeur

0.18 018 100(0.18) 18 2

1~ 99 — ~ 09 11’
1‘@ 160 99 99 11

selon la formule (1.7).

. A la longue, notre pauvre clown se retrouve avec un quantité

100 100 1000

o =) 100(0.3) = = =
@ ;'() 1-03 0.7 7

puisque 7 = 0.3 et a = 100. La représentation décimale de cette frac-
tion est 142.8571421857141---, ce qui est conforme aux résultats obtenus
précédemment.

. Considérons la construction suivante : au premier stage, nous prenons un

carré d’aire A; = A.

Au second stage, nous placons, au centre de chaque segment formant le
périmetre de la figure, un petit carré dont la base est le tiers de la longueur du
segment sur lequel il repose. L’aire de chaque petit carré est donc Q%A = %A ;
puisqu’il y en a 4(5)° = 4 en tout, I'aire de la figure ainsi obtenue est

Ay 4

Au troisieme stage, nous plagons, au centre de chaque segment formant le
périmetre de la figure, un petit carré dont la base est le tiers de la longueur
du segment sur lequel il repose. L’aire de chaque petit carré est donc Q%A =
B%A; puisqu’il y en a 4(5)! = 20 en tout, l'aire de la figure ainsi obtenue est

A 4 20 4 )
A3 =A3+20- — =A+ - A+ —A=A+_-A(1+4+- ).
3 2+ 20 1 +9 +81 —1-9 <+9>

Au quatriéme stage, nous plagons, au centre de chaque segment formant le
périmetre de la figure, un petit carré dont la base est de nouveau le tiers de
la longueur du segment sur lequel il repose. L’aire de chaque petit carré est



1.1 LES SERIES GEOMETRIQUES 13

5 o o, £ } T
{L N LU % W;

FIGURE 1.1 — Les quatre premieres images correspondent aux stages 1, 2, 3 et 4,
respectivement ; la derniere, au flocon de Koch carré.

Q%A = 729A puisqu’il y en a 4(5)2 = 100 en tout, I'aire de la figure ainsi
obtenue est

A 4 5  (5)\°
Ay=A3+100- — =A+-A(1+>+(2) |.
4 3+ 100 79 —|-9 (+9+<9>>

En général, au n—ieme stage (n > 2), nous plagons, au centre de chaque
segment formant le périmetre de la figure, un petit carré dont la base est
le tiers de la longueur de ce segment. L’aire de chaque petit carré est donc
A; puisquil y en a 4(5)"~2 en tout, 'aire de la figure ainsi obtenue est

4 5 5\"°
Ap=A+-Al1+-+--- — .
+5 <+9+ +(9> )

Le flocon de Koch carré est la figure géométrique obtenue lorsque le
nombre de stages devient indéfiniment élevé. La figure 1.1 illustre la construc-
tion a divers stage. Ainsi, I’aire du flocon de Koch est donnée par la série
géométrique

1) IS (N p

Chose surprenante, le périmetre du flocon de Koch est infini, mais son aire
ne lest pas! [ |

gn ogn—1
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Exercices 1.1

(1-17) Evaluer les séries suivantes.

00 1\"
4. §7<8) .
2 |() ()
6. Z( o )
n=0
St 22n+1
7 ;)(43'0—1)'
St 32n+1
8. Z (4n_1 >
n=0 .

10. i 5 (é)n

* 11.

* 12.

13.
14.
15.

16.
17.

= (V2T s
Z 42n—3 !
n=1

0o \3/§3n+6 + \4/12n—1
Z < 5n+3 >

n=3

T+l 54+ 5+5+

1800 + 180 + 18 + 1.8 +- 0.18 + ...
TH3-1+5 - FH+E -
44+2V2+2+V2+1+ L2 414

1,4, 16 ; 64
stot s 739+

(18-23) Trouver la représentation fraction-
naire des nombres rationnels suivants.

18.
19.
20.
21.
22.
23.

* 24.

0.9999999...
2.3545454...
0.0270270...
1.7512121...
2.4242424...
0.3753753...

Calculer 'aire du flocon de Koch tri-
angulaire construit a ’aide d’un tri-
angle équilatéral d’aire A (consulter
la figure 1.2 en page 15).

1.2 Les séries de paiements

L’intérét est une somme monétaire qu'une banque offre a un client en
rénumération de 'usage qu’elle fait de 'argent qu’il dépose chez elle.

Soit A la somme placée dans un compte en banque a un taux d’intérét
de i%. Supposons que le client ne dépense pas I'intérét recu. La banque peut
choisir de composer l'intérét de plusieurs facons. S’il est composé annuelle-
ment, la banque redonne i% - A en intérét au client apres 12 mois. Le solde

du compte a la fin de 'année est alors

A+i%A = A1+ i%).
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FIGURE 1.2 — Les quatre premieéres images correspondent aux stages 1, 2, 3 et 4,
respectivement ; la derniere, au flocon de Koch triangulaire (voir question 1.1.24).

Si l'intérét est composé deux fois par année, la banque redonne % - A au
client apres la premiere tranche de 6 mois; le solde du compte a cet instant
est A+ %A = A(1+2). La banque redonne ensuite 2¢ - A(1+ 2¢) au client
apres la seconde tranche de 6 mois; a la fin de 'année le solde du compte est

i% i% i% i% % i%
A<1+7)+7'A<1+7):A(l—}-?‘i‘?(l—}‘?))

. . 2
Cafvee ) (i Y

En général, si 'intérét est composé n fois par année, la banque redonne de
I'intérét apres chaque tranche de % mois, et le solde du compte a la fin de

l’année est o\
A (1 + ’—0) . (1.8)
n

La valeur capitalisée C' d'un placement A dont 'intérét est composé n fois
par année pendant ¢ années a un taux % est donnée par

. nt
0:A(1+%). (1.9)

Exemple 5 (VALEUR CAPITALISEE ET ACTUALISEE)

1. Robert, Katia et Paquerette la vache Holstein regoivent tous 1000$ en hé-
ritage. Robert place son argent dans un compte ou le taux d’intérét est
de 3%, composé 3 fois par année, Katia dans un compte ou le taux d’intérét
est de 4%, composé annuellement, et PaAquerette dans un compte ou le taux
d’intérét est de 2%, composé quotidiennement (en supposant qu’une année
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comporte toujours 365 jours). Parmis les trois investisseurs, lequel ou la-
quelle a fait la meilleur aubaine ?

Solution: Selon la formule (1.9), la valeur des investissments apres 5 ans

est
0.03)*®
Robert : 1000 (1 + 3> =1000(1 + 0.01)*® = 1000(1.01)*® ~ 1160.97,
0.04\'®
Katia : 1000 (1 + 1) = 1000(1 4 0.04)®> = 1000(1.04)° ~ 1216.65,
0.02 365(5)
Paquerette : 1000 <1 + 365> ~ 1000(1 + 0.0000547945)1825 = ...

-~ =1000(1.0000547945)'8%5 ~ 1105.17.

La médaille de l'investisseur averti est donc décernée a Katia, ce qui n’est
pas du tout surprenant puisque Paquerette est une vache.

2. Supposons que la valeur capitalisée C' d’'un placement A est C' = 3170.60.
En sachant que l'intérét a été composé 4 fois par année a un taux de 8%
pendant 3 ans, déterminer la valeur du placement initial A.

Solution: Selon la formule (1.9),

4o C 317060 0000

()"

Le placement initial A est aussi appellé la valeur actualisée (ou encore la
valeur présente) de C'; il faudrait donc déposer 2500$ dans un compte avec
un taux d’intérét de 8%, composé 4 fois par année, afin d’obtenir une somme
de 3170.60% apres 3 ans. [ |

Supposons maintenant qu’un client fasse une série de dépots, tous de valeur
P, dans un compte dont l'intérét est composé n fois par année a un taux
de i%. Si chaque dépot est effectué immédiatement apres que l'intérét soit
composé, le solde du compte C apres le k—ieme dépot est donné par

1P(1+%)jzp(1—(1+%)>. o

C = A
1—(1+2)

k—
§=0
ce résultat peut étre développé en suivant exactement la démarche présentée
a ’exemple 1 en page 5.
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Exemple 6 (SERIE DE PAIEMENTS) En 2004, Daniel Alfredsson, joueur vedette
des Sénateurs d’Ottawa, a signé un contrat d’une valeur approximative de 5 mil-
lions de dollars par année, pour une durée de 5 ans; a la fin du contrat, il aura donc
recu 25 millions de dollars.? Si I’équipe entend ne faire que 5 dépots pour payer
Alfredsson, quelle série de dépots annuels devrait-elle effectuer dans un compte en
banque ol le taux d’intérét est 7%, composé annuellement ?

Solution: Nous utiliserons la formule (1.10), avec C' = 25 millions, i% = 0.07,

n=1et k =5. Ainsi,

P(1-(1+9)) _ P (1= (107)%)

1—(1+997)

c’est-a-dire 0.07
P=95— """
1—(1.07)°

1—(1.07)

~ 4.3473 millions;

les Sénateurs n’ont ainsi besoin que de 4.3473 millions par année (ou 21.7363

millions en tout) afin de pouvoir se permettre le contrat d’Alfredsson.

Exercices 1.2

(1-10) Calculer la valeur capitalisée d’un
placement initial de 1000$ dont I'intérét
est composé n fois par année & un taux
de 1% pendant ¢ années.

(11-20) Calculer la valeur actualisée d’un
solde final de 1000$ si Iintérét est com-
posé n fois par année a un taux de i%
pendant ¢ années.

n=12,i=1%,t=10.
n—=12,i—=28%, t—5.
n=6,i="7%,1t=8.

n==6,1=6%,t=4.

n=2i=5%t=25
n=2,i=10%,t = 20.
n=1,i=2%t=1.

n=1,i=3%,t=10.
n =60, i="5%,t—25.
Cn=1,i=10%, t = 20.

© »® N o ok w e

—
o

11. n=12,i="7%, t = 10.
12. n=12,i=28%, t =5.
13. n=6,i="7%,t=S8.

14. n=6,i=6%,t=4.

15. n=2,4i=>5%, t = 25.
16. n =2, i=10%, t = 20.
17. n=1,i=2%, t=1.

18. n=1,i=23%, t=10.
19. n =60, i = 5%, t = 25.
20. n=1,i=10%, t = 20.

4. Les Sénateurs sont mieux de remporter la coupe Stanley d’ici la...
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(21-25) Considérer le contrat de Daniel Al-
fredsson, dont les détails sont donnés a
I’exemple 6.

21.

22.

23.

24.

Quelle est la valeur actualisée du
contrat si le taux d’intérét est 10%
composé annuellement ?

Quelle est la valeur actualisée du
contrat si le taux d’intérét est 7%
composé annuellement 7

Quelle est la valeur actualisée du
contrat si le taux d’intérét est 5%
composé annuellement 7

Expliquer pourquoi les Maple Leafs
ne remporteront pas la coupe Stan-
ley avant les Sénateurs.

25.

Est-il plus avantageux pour la
banque de composer I'intérét annuel-
lement ou quotidiennement ? Qu’en
est-il pour le client ?

% 26. Trouver une formule pour la valeur ac-

tualisée d’une série de paiements an-
nuels P si Uintérét 1% est composé
mensuellement (c’est-a-dire 12 fois
par année) pendant ¢ années.

% 27. Trouver une formule pour la valeur ac-

tualisée d’une série de paiements an-
nuels P si lintérét i% est com-
posé quotidiennement (c’est-a-dire
365 fois par année) pendant ¢ années.

1.3 Exercices supplémentaires

(1-18) Evaluer les séries suivantes.

7
LY k.
k=2
4
2. ) 3k
k=0
4
3. Zf(a:k)Aa:, ou f(z)=2+=
k=1
et Az = %
9
4. (k+k?)
k=4
4
5. 2k,
k=1
6
6. f(xp)Az, on f(x) =1+ 22
k=1
et Ax = %
7. 14+3+5++ 555

8. 14+3+9+---42187.
1 1 1

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

* 19.

1—244—8+---
16+8+4+2+1+1 4
16-8+4—2+1—4+4...
16-8+4—2+1—24.. . — L+
164+8+4+2+1+ 54+ 5.

>4(5)

>4(5)
35(5)
35(5)

Le joint de culasse de Sierpinski
est une fractale obtenue & partir
d’un triangle équilatéral de coté 1.
Le joint de culasse se fabrique en
découpant le triangle en quatre tri-
angles équilatéraux égaux, et en sup-
primant la piece centrale, et en appli-
quant cette procédure indéfiniment
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FIGURE 1.3 — Les quatre premieres images correspondent aux stages 1, 2, 3 et 4,
respectivement ; la derniere, au joint de culasse de Sierpinski (voir question 1.3.19).

aux trois triangles restants, comme la piece centrale, et en appliquant
on peut le voir a la figure 1.3. Calcu- cette procédure indéfiniment aux huit
ler ’aire du joint de culasse de Sier- carrés restants. Calculer l'aire du ta-
pinski. pis de Sierpinski.

% 20. Le tapis de Sierpinski est une frac-
tale obtenue a partir d’un carré - 21.Laboite de Sierpinski est I’objet ob-

de coté 1. Le tapis se fabrique tenu en généralisant la construction
en découpant le carré en neuf du tapis de Sierpinski & un cube de
carrés égaux avec une grille de coté 1. Calculer le volume de la boite

trois par trois, et en supprimant de Sierpinski.







Je suis désolé de dire que la matiere que j’aimais le moins était les mathématiques. J’y
ai repensé. Je pense que la cause de cela était le fait que les mathématiques ne laissent

pas de place a l'argumentation. Si vous faites une erreur, c’est tout ce qu’il y a & en

dire.

— MAaLcoLm X.






Chapitre 2

L’historique du sujet

2.1 Les enjeux et les personnalités

Le calcul différentiel est une collection d’outils algébriques permettant de
résoudre exactement certains problemes géométriques posés par les anciens :
déterminer la longueur d’une courbe, 'aire d’une figure géométrique ou le
volume d’un solide, par exemple, ou encore déterminer la droite tangente a
une figure géométrique quelconque. Au 171eme gidcle, il était déja possible de
résoudre ces problemes.

Pour en arriver la, Newton et ses contemporains britanniques faisaient
appel a la vitesse et au taux de variation dans une théorie des flurions,
tandis que Leibniz et les mathématiciens européens se servaient d’incréments
infinitésimaux, ou différentiels, des quantités mystérieuses plus grande que
0, mais plus petite que tout autre nombre. Dans les deux cas, ! les résultats
obtenus étaient valides, mais les méthodes utilisées n’étaient certainement pas
satisfaisantes. Il n’était pas nécéssaire de comprendre pourquoi les méthodes
étaient valides pour qu’elles fonctionnent, mais la question revenait pourtant
souvent, grattant le subconscient collectif des mathématiciens, philosophes
et théologiens de I’époque : les mathématiques étaient considérées «diviness,
pourquoi y avait-il tant d’ambiguité ? 2

1. Les mathématiciens de I’époque se livrerent de furieuses batailles académiques au
sujet de la priorité de la découverte ; les britanniques insistaient que Newton était I'inven-
teur du calcul différentiel puisqu’il s’en était servi pour calculer les orbites des planetes;
mais Leibniz publia ses résultats sur la dérivée d’un produit avant Newton. Plusieurs
collaborations, tout comme de nombreuses amitiés, furent victimes du conflit.

2. L’évéque Berkeley, dans un traité (depuis célebre) publié en 1734, attaqua les

23
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Les deux méthodes utilisait la notion de linfini, sans jamais définir ce
concept ; mais I'infini a la facheuse manie de parfois défier 'intuition.

Discussion Pouvez-vous donner une définition de la notion de l'infini tel qu’elle
est utilisé dans la vie de tous les jours? Tel qu’elle est définie en mathématiques ?

Le mathématicien francais d’Alembert tenta ensuite de fournir un certain
formalisme en introduisant la notion de limite,

[...] le nombre duquel on se rapproche d’aussi pres que 'on veuille en
se servant d’une suite d’approximations sécantes |[...].

Sa définition n’est guere plus précise. Qu’entend-t-on par <se rapprochers ?
Atteint-on ce nombre ?

C’est en réponse a ce manque de formalisme que I'analyse mathématique
a été mise sur pied. On en doit les fondements, entre autres, a Cauchy, Gauss
et Weierstrass ; le calcul est une version intuitive de ’analyse de ces derniers.

2.2 Les problemes classiques

Dans cette section, nous présentons quelques problemes dont les solutions
motivent la création du calcul différentiel et intégral.

2.2.1 La pente de la droite tangente

Considérons le graphique d’une fonction f reliant une variable indépendente
x a une variable dépendente y, c’est-a-dire y = f(z). Soit P un point sur
le graphe de y = f(z). Quelle est la pente de la droite tangente® au graphe
en P74

démarches des deux camps : si la vitesse est la premiére dérivée (le premier fluzion) de la
position d’une particule, a quoi correspond la seconde et la troisieme dérivée ¢ Comment
une quantité peut-elle étre plus petite que toute autre quantité ¢ Est-ce que les quantités
infinitésimales seraient les fantomes de quantités décédées ?

3. La droite tangente au graphe au point P est la droite qui, sans croiser le graphe, ne
le touche qu’au point P ; la figure 2.1 en page 25 en illustre un exemple.

4. Il est bon de mentionner que cette question aux apparences anodines est fondamen-
tale, sous un aspect quelquefois déguisé, dans plusieurs domaines de I'activité humaine :
en sciences physiques et mathématiques, en science de ’économie, en génie et en sciences
sociales, pour ne nommer que ceux-ci.
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Yy

FIGURE 2.2 — Interprétation géométrique de Az et Ay.

Pour tout point P(z,y) du plan, la premiere composante x est ’abscisse
de P, tandis que la seconde composante y est 'ordonnée de P. Si Pi(x1,y1)
et Py(x9,y2) sont deux points arbitraires, la différence entre les abscisses
de P; et P,, dénotée par Ax, est donnée par

Ar = 29 — 27. (2.1)

La différence entre les ordonnées de P; et P», dénotée par Ay, est donnée
par

Ay =ys — 1. (2.2)

Si P, # P, il n'y a qu’une seule droite passant par les deux points. Autre-
ment, il existe une infinté de droites passant par P, = Ps.
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Yy

0(0,0) S

FIGURE 2.3 — La tangente au cercle est perpendiculaire au rayon.

Supposons que P; # P,. La pente de la droite reliant P, et P, est
définie par

Ay  yo—1 Y1 — Yo
m— = =

= . 2.3
Ar  x9—21 T1— T (2:3)

Dans ce cas, ’équation de la droite reliant P, et P, est donnée par
y =mx + (y1 — mxy). (2.4)

Si 'on sait que la pente d’une droite est m et que le point Pi(x1,y;) se
retrouve sur cette droite, on peut également utiliser la formule (2.4) pour
trouver I’équation de la droite.

Exemple 7 (TANGENTE AU CERCLE) Trouver ’équation de la droite tangente au
cercle d’équation 22 + y? = 25 au point P(—3,4).

Solution: La solution est simple si 'on sait que la droite tangente au cercle en
un point P est perpendiculaire au rayon de ce cercle passant par P (consulter la
figure 2.3). La pente du rayon OP est donnée par

Ay 4-0 4

mq

T Ar —3-0 3

Posons mo la pente de la droite recherchée. Puisque le rayon et la droite sont



2.2 LES PROBLEMES CLASSIQUES 27

perpendiculaires, et que la pente du rayon n’est pas nulle, alors mimy = —1.°

Dans ce cas, la pente de la droite tangente est
1 1 3
mo—=——— = ————- = —,
T T —4/3 4
Le point P(—3,4) se retrouve sur la droite tangente d’ou, en substituant les va-
leurs appropriées dans la formule (2.4), 'équation de la droite tangente au cercle
d’équation 22 + y? = 25 au point P(—3,4) est

y= %Wr (4— i(—3)> :

ouy:%m—i—%. |

S’il est si facile de calculer la pente de la droite tangente a un graphe, pour-
quoi avons-nous besoin d'une théorie du calcul différentiel 7 Dans I’exemple
qui précede, nous avons utilisé une propriété géométrique du cercle pour sim-
plifier le probleme. Malheureusement, la tres grande majorité des courbes ne
possedent pas de telles propriétés géométriques. Une approche plus générale
est requise.

Afin de décrire géométriquement la droite tangente au point P, consi-
dérons un autre point () sur le graphe. La droite qui relie les points P et
Qo est la droite sécante de P et ()y. Si (g, Q1,Qo, ... sont des points
se rapprochant de P, les droites sécantes de P et Q);, pour ¢ = 0,1,2,...,
se rapprochent de plus en plus de la droite tangente au graphe au point
P. Les pentes de ces droites deviennent donc progressivement de meilleures
approximations de la pente de la tengente (consulter la figure 2.4 en page 28).

Cette pente est donc une valeur vers laquelle nous nous rapprochons pro-
gressivement, sans pour autant y arriver de fagon exacte. En effet, deux points
distincts sont toujours nécéssaires afin de calculer la pente de I’approximation
sécante.

L’exemple qui suit utilise la méthode générale pour calculer la pente de
la tangente en un point.

5. En effet, si m; et mo sont les pentes respectives de deux droites perpendiculaires
telles que m; # 0, i = 1,2, alors myms = —1,. Si 'une des droites est horizontale dans
le systéeme de coordonnées utilisé, sa pente est 0. Toute droite perpendiculaire a cette
derniere est une droite verticale, de pente indéterminée, que I'on dénote par oco. Il va de
soit qu'il est impossible d’écrire 0 - oo = —1!
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Yy

FIGURE 2.4 — Série d’approximations de la tangente par des sécantes.

Exemple 8 (TANGENTE A LA PARABOLE) Calculer la pente de la droite tangente
a la parabole y = x2 en P(3,9).

Solution: Posons Q(x, y) un point sur la parabole pres de P (consulter la figure 2.5
en page 29). Il est alors possible de ré-écrire I’abscisse de @ sous la forme x = 3+h,
ou h est un nombre réel tres petit (positif ou négatif), mais différent de 0. Puisque
Q(3 + h,y) se trouve sur la parabole y = x2, I'ordonnée de @ prend alors la forme

y=(3+h)>=9+6h+h°

Ré-écrivons Q(3 + h,9 + 6k + h?). L’inconnue h détermine donc la position de
Q. Plus h est petit en magnitude, plus @) est prés de P et plus la pente de la
sécante de P et () est une bonne approximation de la pente recherchée. Lorsque
@ se rapproche de P sur la parabole, la valeur de h se rapproche de 0, sans jamais
Patteindre, ce qui est dénoté par h — 0.

La différence entre les abscisses de P et () est

Ax=B+h)—3=h
tandis que la différence des ordonnées est
Ay = (3+h)? —9=6h+h%
La pente de la sécante de P et @) est alors

Ay 6h+h*  h(6+h)
Axr h h

=6+h, h0.



2.2 LES PROBLEMES CLASSIQUES 29

yn y:xQ
(B+h)A-----mmm oo - - Q
o P l
3 3Th T«

FIGURE 2.5 — Parabole y = 22 pres de = 3.

La pente de la droite tangente au point P est définie comme étant la valeur limite
des pentes des droites sécantes de P et () lorsque @) se rapproche de P le long de
la parabole, c’est-a-dire lorsque h — 0. La pente de la droite tangente est alors

. Ay .
m =l X, = G 4h).

Lorsque h — 0, (6 + h) — 6 d’ou

lim (6 + h) = 6.
h—0
La pente de la tangente & la parabole y = 22 en P(3,9) est alors 6 > 0. |

Dans ce qui précede, h ne doit pas nécéssairement étre positif. La méthode
fonctionne tout aussi bien lorsque 'on utilise des valeurs négatives de h.°

Discussion Nous avons pris la peine d’indiquer a ’exemple 8 que la pente de
la tangente & la parabole y = 22 au point P(3,9) est positive. Que peut-on dire
au sujet du graphe de y = 22 lorsque z est prés de 37 Qu'en concluez-vous ?

La méthode utilisée pour trouver la pente de la droite tangente a I’exemple 8
est une méthode générale, c’est-a-dire qu’elle fonctionne pour plusieurs types
de graphes. Nous en donnons ici les grandes lignes.

6. Ce qui équivaut a dire que le point @) se rapproche de P vers la gauche.
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Yy

FIGURE 2.6 — La courbe y = f(z) prés de z = a.

Soient y = f(x) le graphe d’une fonction et supposons que 'on veuille
trouver la pente de la droite tangente au graphe en un point P(a, f(a)).
Posons Q(z,y) un point sur le graphe pres de P (comme on le voit a la
figure 2.6). Ré-écrivons I'abscisse de @) sous la forme x = a + h,ou h est
un nombre réel trés petit (positif ou négatif), mais différent de 0. Puisque
Q(a+ h,y) se trouve sur la graphe de y = f(x), 'ordonnée de ) prend alors
la forme

y = fla+h).

Ré-écrivons Q(a + h, f(a + h)). L’inconnue h détermine donc la position
de Q. Plus h est petit en magnitude, plus @) est pres de P et plus la pente
de la sécante de P et () est une bonne approximation de la pente recherchée.
Lorsque @ se rapproche de P sur le graphe, h — 0.

Les différences entre les abscisses et les ordonnées de P et () sont

Arx=(a+h)—a=h et Ay=f(a+h)— f(a).
La pente de la sécante de P et () est alors

Ay fla+h)—fla)

Ay = Y , ouh#0. (2.5)

L’expression retrouvée en (2.5) est fondamentale en calcul différentiel et porte
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le nom de quotient différentiel.” Cette expression doit généralement étre
simplifiée afin de faciliter les calculs ultérieurs.

La pente de la droite tangente au graphe y = f(z) en P(a, f(a)) est
définie comme étant la valeur limite des quotients différentiels % lorsque @
se rapproche de P, c¢’est-a-dire

ol L@t R) = fla)
h—0 h

(2.6)
Nous concluons cette section avec un dernier exemple.

Exemple 9 (TANGENTE A L’HYPERBOLE) Calculer la pente de la droite tangente
a I'hyperbole y = L en P(1,2).

Solution: Nous utilisons la formule (2.6) avec f(z) =1/z, a = 3 f(a) =2 et

1 1
h) = = .
flath) a+h % +h
Alors
1 9 1-2(1+h)
_ T, — T
lim LR =@ s T, 3
h—0 h h—0 h h—0 h

La pente de la tangente a I’hyperbole y = 1/x en P(%, 2) est —4, donc négative.
(Que se passe-t-il alors pres de = = %7) [ |

Cette méthode était plus ou moins celle formulée par d’Alembert. Une
question devrait maintenant vous venir & l'esprit : ® comment sait-on que

lim —47

h—>0%—|—h:

7. En posant h = Az et a + h = a + Az, le quotient peut se ré-écrire sous la forme

Ay fla+ Az) — f(a)
Az Az ’

ou Az # 0.

8. 11 est possible que vous ayez plus d’une question. Peut-étre vous demandez-vous si
ce cours est vraiment nécéssaire pour votre bac ou dans la vie de tous les jours, peut-étre
voulez-vous savoir si ce matériel se retrouvera a l’examen de fin de session... N’hésitez pas
a poser les questions qui vous semblent pertinentes.
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Exercices 2.2.1

(1-4) Trouver 'équation de la droite tan-
gente au cercle donné, au point spécifié.

1. (z—3)*+ (y+5)? = 132, P(15,0).
2. (z+8)%+y* =252 P(—1,24).

3. (=22 +(y+1)2=17% P(17,7).
4

5

(r—a)?+ (y—0)2 =12 P, B).

. En utilisant la réponse de ’exercice
précédent, retrouver le résultat de
I’exemple 7.

(6-25) Calculer la pente de la droite tan-
gente a la courbe, au point spécifié.

6. y = 22, au point (1,1).
7. y =+ 3, au point (2,10).
8. f(x) =z +1, au point (0, 1).
9. f(z) =23, au point (2,8).
10. y = 2z + 4, au point (0,4).
11. f(z) =17, au point (—311,17).
12. y =1 41, au point (1,2).
13. y =
14.

Tts» au point (0,0).

f(z) =1+, au point (—1,-2).

* 15.

* 25.

* 26

27.

flx) = %, au point (9, 1).

. y =2, au point (a,a?).

.y =+ 23, au point (a,a + a3).

. f(x) = V2 +1, au point (a,/a+ 1).
. f(x) = 23, au point (a,a®).

. y=2x+4, au point (a,2a + 4).

. f(x) =17, au point (a, 17).

. y:%—i—l, au point (a,%—i—l),a;&O.
. Y= 1i5, aupoint (a, 13;), a # —1.
. f(z) = 1 + 2, au point (a, + a),
a # 0.

f(z) = %, au point (a, ﬁ), a>0.

. Démontrer que la droite tangente a la
courbe y = % au point (a,a®) n’in-
tersecte la courbe qu’a un seul autre

endroit. Donner les coordonnées du
point d’intersection.

Une automobile se promene selon la
courbe y ixz + 1. Elle dérape
(de fagon tangentielle) au point (2, 2).
Heurtera-t-elle ’arbre situé au point
(4,1)7

2.2.2 La vitesse et les taux d’accroissement

Il est parfois possible d’exprimer des relations entre certaines quantités a

I’aide de fonctions. Par exemple

1. le prix de l'essence en fonction du temps;

2. la distance parcourue en fonction du temps;

3. le taux d’intoxication d’une personne en fonction du volume d’alcool

consomme ;

ment initial, etc.

. la valeur d’un investissement apres 10 ans en fonction de l'investisse-
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Nous utilisons des graphiques ou des équations du type y = f(z), ou f
est une fonction afin de décrire ces diverses relations. Souvent, la variable
dépendante (prix de l’essence, distance parcourue, taux d’intoxication, va-
leur de l'investissement apres 10 ans) est dénoté par y, tandis que la variable
indépendante (temps, volume d’alcool consommé, investissement initial)
est dénoté par x.

Dans plusieurs cas, il est essentiel de déterminer de quelle fagon la variable
dépendente varie lorsque la variable indépendente varie. ?

L’étude de ce concept se fait a ’aide de taux d’accroissement, ou taux
de variation. On parle alors du taux d’accroissement du prix de la gasoline
en fonction du temps, de taux d’accroissement de la distance parcourue en
fonction du temps, de taux d’accroissement du taux d’intoxication en fonction
du volume d’alcool consommé, du taux d’accroissement de la valeur d’un
investissement apres 10 ans en fonction de l'investissement initial, etc.

Le taux d’accroissement se calcule de la méme fagon que la pente de la
droite tangente, c’est-a-dire grace a un quotient différentiel et & une limite.

La vitesse d'un objet est un taux d’accroissement familier. Un coureur par-
courant 10 km en 1 heure a une vitesse moyenne de

10 km

= 10 km/h.
1 heure m/

En général, la vitesse moyenne est obtenue en divisant la distance par-
courue par le temps nécéssaire pour parcourir cette distance. La vitesse est
rarement constante. Comment savoir si le coureur en question atteint une
vitesse exacte de 2 km/h & un instant donné ?

Afin de répondre a cette question, il faut connaitre la vitesse du coureur
a tout instant, c’est-a-dire sa vitesse instantanée.!'’ L’exemple qui suit,
quoi que farfelu, illustre bien la différence entre les deux concepts.

Exemple 10 (VITESSE) On laisse tomber une boule de quille d’'une montgolfiere
se promenant a une altitude de 1350 m. Apres ¢ secondes, la boule a parcourue
une distance de s metres, ou

s(t) = 6t%, 0 <t < 15.

9. Par exemple, si ’on augmente la valeur initiale de I'investissement par 10 dollars, de
quel montant est-ce que la valeur de l'investissement apres 10 ans augmentera ?
10. Désormais, lorsque nous utiliserons le terme vitesse, il sera entendu que nous parlons
de vitesse instantanée.
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a)
b)

c)

Quelle est la vitesse moyenne de la boule de quille entre t =3 et t =67
Quelle est la vitesse moyenne de la boule de quille entre t = 3 et t =3+ At?

Quelle est la vitesse instantanée de la boule apres 3 secondes ?

Solution:

2)

La distance parcourue par la boule apres ¢ = 3 sec est
5(3) =6(3)2=6-9 =54 m.
La distance parcourue par la boule apres ¢ = 6 sec est
5(6) = 6(6)* = 6 - 36 = 216 m.

La distance parcourue par la boule entre t = 3 sec et t = 6 sec est

As = s(6) — s(3) =216 — 54 = 162 m.
Puisque la boule a pris

At =6 —3 =3 sec

pour parcourir cette distance, la vitesse moyenne de la boule entre ¢ = 3 et
t =0 est

i—j = % = 54 m/sec.
La distance parcourue par la boule apres ¢t = 3 sec est
5(3) = 54 m.
La distance parcourue par la boule apres t = 3 + At sec est
s(3+ At) = 6(3 + At)?
=6 (94 6(At) + (At)?)
= 54 + 36(At) + 6(At)? m.
La distance parcourue par la boule entre ¢t = 3 sec et t = 3 + At sec est
As = s(3 + At) — 5(3)
= 54 + 36(At) + 6(At)* — 54
= 36(At) + 6(At)? m.
Puisque la boule prend At sec pour parcourir cette distance, sa vitesse

moyenne entre t = 3 et t = 3 + At est

As  36(At) + 6(At)?
At At

= 36 + 6At m/sec.
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¢) Nous pouvons utiliser la formule trouvée en b) pour calculer la vitesse ins-
tantanée de la boule apres t = 3 secondes : la vitesse moyenne sur l'intervalle
de temps t = 3 a t = 3+ At est une approximation de la vitesse instantanée
aprés 3 secondes. Lorsque At — 0, la vitesse moyenne se rapproche de la
vitesse instantanée. Ainsi,

. As :
v= Alir_rgo AL A11130(36 + 6(At)) = 36 m/sec.

La vitesse de la boule de quille apres 3 secondes est donc de 36 m/sec. W

Ce résultat se généralise de la fagon suivante. Supposons que la position
d’un objet qui se déplace en ligne droite soit donnée par s(t) au temps t.
La différence de position durant un intervalle de temps At débutant a t
(c’est-a-dire sur l'intervalle [tg, ¢y + At]) est donnée par

As = s(to + At) — s(to).
La vitesse moyenne de 1'objet sur cet intervalle est donc
As  s(to+ At) — s(to)
At At
Mais (2.7) est un quotient différentiel; la vitesse moyenne de l'objet sur
I'intervalle est donc la pente de la sécante reliant les points P(to, s(to)) et
Q(to + At, s(tg + At)) comme on peut le constater a la figure 2.7 en page 36.
Lorsque At — 0, la pente de la sécante de P et () se rapproche de la pente

de la tangente a la courbe au point P, c’est-a-dire de la vitesse instantanée
de l'objet au temps to, que nous dénoterons par v(ty). Alors

. As s(to + At) — s(to)
vlto) = A, At Ao At

Exemple 11 (VITESSE (REPRISE)) Une trottinette parcours 200 m en 10 sec.;
sa distance du point de départ aprés t sec est donnée par s(t) = t2 + 10t. Quelle
est sa vitesse lorsqu’elle termine son parcours ?

. (2.7)

. (2.8)

Solution: La trottinette termine sa course apres ¢ = 10 sec. Il faut donc trou-
ver v(10). Pour ce faire, nous utilisons la formule (2.8). Soit At un petit intervalle
non-nul de temps. La variation de position As entre ¢t = 10 et ¢ = 10 + At est

As = s(10 + At) — s(10)
= ((10 4+ At)* + 10(10 + At)) — (10* + 10(10))
= 100 + 20At + (At)? + 100 + 10At — 200
= 30At + (At)2.
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S

to to+ At 1

FIGURE 2.7 — Vitesse moyenne et pente de sécante.

La vitesse moyenne sur U'intervalle de t = 10 a t = 10 + At est alors
As  30At+ (At)?
At At

d’ot la vitesse instantanée de la trottinette au temps ¢ = 10 est

=30+ At,

As
10) = lim — = 1i At) =
v(10) Jim = A%IEO(?)O—'_ t) = 30 m/sec,

ce qui est, ma foi, assez rapide. 't |

Pour calculer la vitesse de la trottinette a un temps ¢ quelconque, il suffit
d’utiliser de nouveau la formule (2.8). En effet, soit At un petit intervalle
non-nul de temps. La variation de position entre les temps ¢ et ¢t + At est

As = s(t + At) — s(t)
= ((t + At)* + 10(t + At)) — (¢ + 10¢t)
= t* + 2tAt + (At)? + 10t + 10At — t* — 10t
= 10At + 2tAt + (At)?.

La vitesse moyenne entre ¢ et ¢ + At est alors
As  10At + 2tAt + (At)?
At At
11. C’est parce que la fonction s n’approxime pas du tout la distance parcourue par

une trottinette. Nous avons choisi une fonction comme ¢a, au hasard, pour le besoin de la
cause.

= 10 + 2t + At,
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d’ou la vitesse instantanée de la trottinette au temps t est

. As
v(t) = Alir—r}o N Al}tr_lr)lo(lO + 2t + At) = 10 + 2t m/sec.

S’il n’y a pas d’erreur, en substituant ¢ = 10 dans Iexpression pour v(t),
nous devrions obtenir v(10) = 30, ce qui est effectivement le cas. Puisque
la valeur de t est arbitraire, v(t) représente une fonction : la vitesse de la
trottinette en fonction du temps. Afin d’obtenir la vitesse a tout instant ¢,
il suffit de substituer ¢, dans cette fonction v(¢). Ainsi, la vitesse de notre
trottinette apres 2 sec est v(2) = 10 4+ 2(2) = 14 m/sec.

Discussion Changeons pour un instant le contexte du probleme et supposons
que la fonction s(t) représente le nombre de poissons attrappés par un ours grizzly
apres t heures de travail assidu. On ne peut parler de vitesse, ce concept n’étant
défini que si la fonction s(t) est une fonction de déplacement. Dans ce cas, quel

sens peut bien avoir I’expression lim 2%,

At—0 At
Afin de répondre a cette question, nous allons introduire le concept du taux
d’accroissement. > Supposons qu’'une quantité y soit fonction d'une quan-
tité x, et que la relation s’écrive y = f(x). Lorsque x varie de a a a + Az, ou
Ax est petit et non-nul, la différence des ordonnées est

Ay = f(a+ Az) - f(a)
Le quotient différentiel

Ay _ flat Az) = f(a)
Ao Ao (2.9)

est le taux d’accroissement moyen !* de y par rapport & x entre z = a
et x = a + Ax, ce qui correspond a la pente de la sécante reliant les points
P(a, f(a)) et Q(a + Az, f(a + Ax)) sur le graphique de f (consulter la fi-
gure 2.8 a la page suivante). Le taux d’accroissement instantané ' de y
par rapport a x lorsque x = a est défini comme étant la <valeur limite> du
taux d’accroissement moyen lorsque Az — 0, c’est-a-dire

lim % = lim fla+ Az) = fla)
Az—0 Ax A0 Az '

(2.10)

12. Le terme taux de variation est également utilisé.
13. C’est 'analogue de la vitesse moyenne.
14. Ou simplement taux d’accroissement. C’est ’analogue de la vitesse.
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Yy

a a+Ar T

FIGURE 2.8 — Taux d’accroissement moyen et instantané de y = f(z).

Le taux d’accroissement est donc la pente de la droite tangente a la courbe
y = f(x) au point P(a, f(a)), comme on peut le constater a la figure 2.8.

Lorsque la variable indépendente est le temps, nous parlerons tout simple-

ment du taux d’accroissement de la variable dépendente. Ainsi, la vitesse est
le taux d’accroissement de la distance. Le taux d’accroissement est toujours
une fonction associée a la fonction f originale.

Exemple 12 (TAUX D’ACCROISSEMENT)

1. Supposons que la température ambiante y, en degrés Celsius, a une altitude

de z km au dessus du niveau de la mer soit donné par la fonction y = f(x).
Alors
A Azx) —
y_ o Tt An) -~ fa)

lim — =
Az—0 Ax Az—0 Ax

est le taux d’accroissement de la température ambiante par rapport a 1’alti-
tude (en °C/km) lorsque l'altitude est z.

. Une patiente recoit une injection pour se débarasser d’une migraine tout

aussi féroce que chronique. Lorsque ¢ heures se sont écoulées (apres 'injec-
tion), il ne reste que M mg de médicament dans 1 mL de son sang, ou

0<t<3.

Calculer le taux d’accroissement de la quantité M, ¢t heures apres I’'injection.
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Solution: Nous utilisons la formule (2.10), apres avoir effectué les substi-
tutions appropriées. La différence de masse de médicament AM lorsque le
temps varie de t & t + At, ol At est petit et non-nul, est

AM = M(t+ At) — M(t)

= <(t + At) — %(t + At)2> - <t - ;&)

=1+ At — %(ﬂ + 2tAL + (A1)?) —t + L

3
2 1
=At(1-Zt—SAt).
(1-5a)

Le taux d’accroissement moyen de la quantité M est ainsi

At(1— 2t — LAt
XL S U )zl—gt—lAt,
At At 3 3

d’ou le taux d’accroissement de M au temps t est

AM 2 1 2
lim —— = lim (1—-t—-At)=1-— -t mg/h.
At—0 At At—0 3 3 3
Il est possible de donner une interprétation physique a ce résultat. Suppo-
sons que t = 0.5. Alors la masse M du médicament dans 1 mL de son sang
est

(0.5)2
3

M(0.5) = 0.5 — ~ 0.417 mg.

De plus, le taux de variation de M lorsque t = 0.5 est ~ 0.667. Ainsi, apres
0.5 + 1 = 1.5 heures, la valeur de M(1.5) est ~ 0.417 + 0.667 = 1.084 mg.
(Sa valeur réelle est 0.75 mg.)

3. Calculer le taux de variation de l’aire d’un cercle par rapport a son rayon,
lorsque le rayon du cercle est r.

Solution: L’aire d'un cercle de rayon r est A(r) = mr?. La variation d’aire
AA, lorsque le rayon varie de r a r + Ar, ou Ar est petit et non-nul, est

AA

A(r + Ar) — A(r)
r+ Ar)? — 7r?
r? 4+ 2rAr + (Ar)? — 7r?
= 21rAr + m(Ar)?,
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Le taux de variation moyen de 1’aire par rapport au rayon est donc

AA  2mrAr + m(Ar)?
Ar Ar

= 2mr + wAr,

d’ou le taux de variation de I’aire d’un cercle en fonction de son rayon est

AA
lim — = lim (27r + wAr) = 27r,
Ar—0 Ar Ar—0

la circonférence du cercle en question. |

Exercices 2.2.2

(1-6) Calculer le taux de variation de la
fonction donné au point spécifié.

1. w=wu?+1, au point (1,2).

z = 2a — 40?2, au point (—1, —6).
g(x) = v/x — 1, au point (0, —1).
F () =4, lorsque T=1.
w=3x+ %, lorsque = = 2.

A o

f(y) =0, lorsque y = 0.

(7-10) Un objet se déplace selon la fonction
position s. Calculer la vitesse de 'objet.

7. s(t) =t+ 1, lorsque t = 2.

8. s(t)=t>+t—1, lorsque t = 3.
9. s(t) =/, lorsque t = 1.
10. s(t) = ﬁ, lorsque t = 0.

(11-15) Un pécheur acadien maladroit
lance un poisson dans les airs. Apres ¢ se-
condes, il se retrouve a une altitude de s
metres, ol s(t) = —t2 + 6t.

11. Sur quel intervalle est-ce que la for-
mule s(t) = —t2 + 6t est valide ?

12. Quelle est la vitesse moyenne du pois-
son sur l'intervalle obtenu a ’exercice
2.2.2.117

13. Quelle est la vitesse du poisson a un
instant ¢ quelconque de l'intervalle
obtenu a ’exercice 2.2.2.117

14. A quel instant la vitesse du poisson
est-elle égale a sa vitesse moyenne
sur lintervalle obtenu a l’exercice
2.2.2117

15. Quelle est la vitesse du poisson lors-
qu’il retombe au sol 7

(16-19) La population (en milliers) d’une
colonie de fourmis & linstant ¢ (en
journées) est exprimée par par P(t). Sup-
poser que t = 0 correspond au 01 jan-
vier 2000. Quel est le taux de variation de
cette population Finstant spécifié ?

16. P(t) = ZEL lorsque t = 31.

= 24,
17. P(t) =t+ t—%l’ lorsque ¢ = 365.
18. P(t) = ﬁ, lorsque ¢t = 0.

19. P(t) = vt + 1, lorsque t = —1.

20. Calculer le taux d’accroissement de la
circonférence d’un cercle en fonction
de son rayon, lorsque le rayon est r.
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Ya

Aire sous la courbe

a

b X

FIGURE 2.9 — Aire sous la courbe y = f(z) entre a et b.

(21-24) La demande des consommateurs
pour un produit est le nombres d’articles
qu’ils ou elles désirent se procurer a un
certain prix. Supposer que d(z) représente
cette demande, en milliers d’articles, pour
un produit se vendant a un prix de x dol-
lars I'unité, pour = > 0. Calculer le taux
de variation moyen de la demande d(x)
sur I'intervalle spécifié.

(25-32) Calculer le taux de variation de la
demande d(z) au point spécifié.

21. d(z) = 2, sur [1,1.5].

22. d(z) = ?127 sur [2,4].

23. d(x) =3, sur [, 3].

24. d(x) = 100z — 22, sur [0,100].

272

25. d(z) = 2, lorsque z = 1.

26. d(z) = 2, lorsque z = 2.

27. d(z) = 3, lorsque z = 1.

28. d(z) = 100z — x2, lorsque = = 0.
29. d(z) = 2, lorsque z = 1.5.

30. d(z) = 2, lorsque z = 4.

31. d(z) = 3, lorsque = = 3.

32. d(x) = 100z — 22, lorsque = = 100.

2.2.3 L’aire sous la courbe

Considérons de nouveau le graphique d’une fonction f reliant une variable
indépendente x a une variable dépendente y, c’est-a-dire la courbe tracée par
y = f(z). Soient a # b deux valeurs de la variable indépendante z. L’aire
sous la courbe est laire de la figure bornée par la courbe, I’axe des z, et les
droites z = a et x = b, comme la figure 2.9 'illustre. 1> Comment arrive-t-on

a calculer cette aire?

Exemple 13 (AIRE SOUS LA DROITE) Trouver laire sous la droite y = x entre

les points x = 1 et x = 10.

15. Par convention, si la courbe se retrouve sous l'axe des x, 'aire est négative.
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A D T

FIGURE 2.10 — Aire sous la droite y = = entre x = 1 et z = 10.

Solution: La solution est simple si I’on sait calculer I’aire d’un trapeze. 16 En effet,
la figure géométrique bornée par la droite y = x, I’axe des = et les droites x = 1
et = 10 est un trapeze (comme on peut le voir a la figure 2.10), formé par les
points A(1,0), B(1,1), C(10,10) et D(10,0).

La hauteur de ce trapeze est la longueur du segment AD = 9, sa base principale
celle du segment C'D = 10 et sa base secondaire celle du segment AB = 1. Ainsi

. . 10+1)-9 Dy .
I’aire sous la droite y = x entre 1 et 10 est % = 2 unités carrées. |

2

S’il est si facile de calculer I'aire sous la courbe, pourquoi avons-nous be-
soin d’une théorie du calcul intégral 7 Dans 'exemple qui précede, nous avons
utilisé une propriété géométrique du trapeze pour simplifier le probleme. Mal-
heureusement, la tres grande majorité des figures géométriques ne possedent
pas de telles propriétés géométriques. Une approche plus générale est requise.

Afin de décrire géométriquement l'aire sous la courbe y = f(x) entre
a et b, nous allons nous servir du fait qu’il est extrémement facile de calculer
'aire d’un rectangle. Divisons 'intervalle [a, b] en n parties égales. Nous avons
ainsi n petits segments de droite. Sur chacun de ces segments de droite, il
est alors possible d’élever un rectangle dont la hauteur est la valeur de la
fonction f évaluée au point le plus a gauche du segment, ce qui est illustré a
la figure 2.11, en page 43.

16. L’aire d’un trapeze de hauteur h, de base principale B et de base secondaire b est

(B +b)h
==

A=
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a b T

FIGURE 2.11 — Aire sous la courbe y = f(x) entre a et b; somme a gauche avec
7 subdivisions.

a b x

FIGURE 2.12 — Aire sous la courbe y = f(x) entre a et b; somme a gauche avec
14 subdivisions.

La somme des aires de tous les rectangles ainsi formés, que l'on appelle
somme a gauche avec n subdivisions et dénoté par SG(n), est une ap-
proximation de I’aire recherchée. En augmentant le nombre de sous-divisons,
les sommes a gauche deviennent progressivement de meilleures approxima-
tions de l'aire sous la courbe (consulter la figure 2.12 et comparer avec la
figure 2.11) ; ainsi

aire sous la courbe = lim SG(n).
n—oo

I1 est bon de noter qu’en général, I'aire sous la courbe n’est pas égale a SG(n) ;
c’est plutot une valeur vers laquelle nous nous rapprochons, sans jamais 1’at-
teindre exactement. !” L’exemple qui suit utilise la méthode générale afin de
calculer I'aire sous la courbe entre deux points.

17. Pour l'atteindre exactement avec une somme a gauche, il faudrait en général avoir
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r1 I e Tpn—2Tnp—-1
v Az 10

FIGURE 2.13 — Sous-division de l'intervalle [1,10] en n segments égaux.

1 0 T

FIGURE 2.14 — Aire sous la droite y = z entre x = 1 et x = 10; somme & gauche
avec n subdivisions.

Exemple 14 (AIRE SOUS LA DROITE (REPRISE)) Calculer laire sous la courbe
y=zentrez =1et x =10.

Solution: Commengons par subdiviser U'intervalle [1,10] en n segments égaux,
tous de longueur

10-1 9

Ax = = —.

n n
Posons g =1, z,, = 10 et x; = g +iAx pour i = 1,...,n — 1 comme il est fait a

la figure 2.13. Ainsi

9 9 9 9
x1=14+—, zo=142-—, -+, zpo=1+n-2)—, zp,1=14+(n—-1)—.
n n n n

Les rectangles construits a I’aide de cette sous-division sont montrés a la figure 2.14.
Alors
— la hauteur du rectangle dont la base est le segment xgz1 est f(zg), et son
aire est f(xo)Ax;
— la hauteur du rectangle dont la base est le segment x125 est f(z1), et son
aire est f(x1)Ax;

un nombre infini de rectangles entre les points a et b.
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— la hauteur du rectangle dont la base est le segment z,,_1x, est f(x,-1), et
son aire est f(zp—1)Ax.

Puisque la fonction définissant la courbe est f(z) = x, la somme & gauche avec n
subdivisions est

SG(n) = f(zo)Az + f(z1)Az + -+ + flzn-2)Az + f(2p-1)Az
= 20Ax + 21Ax + - + T2 AT + Ty 1 Az
=(zo+z1+ -+ Tp-o+xn_1)Ax
=(xo+(ro+1-Az)+- -+ (zo+(n—2)-Azx)+ (xo+ (n—1) - Az)) Az
=nwoAz+ (1+2+-+ (n—2) + (n— 1)) (Az)?

(n—1)n

= nroAzx + (Az)?.

Mais zg =1 et Az = %, d’ou

B 9 8l(n—1)n 8 1
SG(H)—H'l-E+ﬁT—9+2 (1_77,)‘

L’aire sous la courbe est alors

lim SG(n) = lim (9+§. (1_1>) L

ce qui correspond exactement a la valeur obtenue a 'exemple 13. |

La méthode utilisée pour calculer I'aire sous la courbe a I'exemple 14 est
une méthode générale, c’est-a-dire qu’elle fonctionne pour plusieurs types de
graphes. Nous en donnons ici les grandes lignes.

Soit y = f(x) le graphe d'une fonction et supposons que l'on veuille
trouver l'aire sous la courbe entre deux valeurs x = a et = b. Nous divisons
alors l'intervalle [a,b] en n segments de longueur Az = b_T“ Posons zy = a,
T, = bet x; = x¢g+ iAx pour i = 1,...,n — 1. Nous élevons ensuite des
rectangles sur chacun des segments z;_ix; de sorte a ce que la hauteur de
chacun des rectangles soit égale a la valeur de la fonction évaluée au point
du segment le plus a gauche, c’est-a-dire f(x;_1). L’aire du rectangle sur ce
segment est alors

flxi)Ax

et la somme a gauche avec n subdivisions est

SG(n) = f(zo)Ax + f(z1)Ax + - - + f(zp—2)Ax + f(2,-1)Axz,
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ce que 'on ré-écrit sous la forme

—_

n— n—1

SG(n) =) f(x;)Ax = Z f(zo + iAzx)Az. (2.11)

=0

Il
)

i

Nous obtenons l'aire sous la courbe entre a et b en passant a la limite, c’est-
a-dire en observant le comportement de 2.11 lorsque n devient indéfiniment
grand :

n—1
aire sous la courbe = lim Z f(xo +iAx)Az. (2.12)
1=0

n—00 £

Discussion Que ce produirait-il si la hauteur des rectangles était déterminée a
I’aide du point du segment le plus a droite 7 D’apres-vous, est-ce que ’'aire obtenue
avec les sommes a droite est la méme que celle obtenue avec les somme a gauche ?

Exemple 15 (AIRE SOUS LA PARABOLE) Calculer I'aire sous la courbe y = 22

entre x = —2 et x = 0.

Solution: Commencons par subdiviser U'intervalle [—2,0] en n segments égaux,
tous de longueur

0— (-2 2
A= 0222
n n
Posons g = —2, x,, =0 et z; = 29 +iAx pour i =1,...,n — 1. Ainsi
2 2 2 2
x1=—24—, xo=-242-— -+, xpo=-24(MnN-2)—, xp_1=-2+(n—1)—.
n n n n

Les rectangles construits a 1’aide de cette sous-division sont montrés a la figure 2.15.
Alors
— la hauteur du rectangle dont la base est le segment xgz; est f(zg), et son
aire est f(xg)Ax;
— la hauteur du rectangle dont la base est le segment xjz5 est f(z1), et son
aire est f(x1)Ax;

— la hauteur du rectangle dont la base est le segment x,,_ox,_1 est f(x,—2),
et son aire est f(x,—2)Az, et

— la hauteur du rectangle dont la base est le segment z,_1x, est f(x,—_1), et
son aire est f(zp—1)Ax.
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;) 0 x

FIGURE 2.15 — Aire sous la courbe y = 22 entre —2 et 0; somme & gauche avec
n subdivisions.

Puisque la fonction définissant la courbe est f(z) = 22, alors

n—1 n—1 n—1
SG(n) = Z f(zo 4+ iAx)Ax = Z(xo +iAz)?Ar = Z (x% + 2izoAx + 72 (A:L’)Q) Az
=0 =0 =0
n—1 n—1
= naAx + 2z (Az)? Zz + (Az)? Z i
i=0 =0

(n—1)n
2

n—1)n(2n—1)
G ;

= nzAz + 220 (Az)? + (Az)? (

selon (2.11). Mais 29 = —2 et Az = 2, d’out

n

1\ 4 3 1
=8-8(1-=)+-(2-24+—=).
8 8(1 n>+3< n+n2>

L’aire sous la courbe est alors

lim SG(n) = lim (88 (1 1) + 2 (2 +)> :8—8(1f0)+§(2*0+0) = g

n— 00 n— 00 n

n

selon (2.12). [
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Exercices 2.2.3

(1-6) Evaluer les sommes & gauche SG(4),
pour les fonctions et intervalles spécifiés.

1. f(z) =22, sur [0,4].

2. f(x) =2+ 2, sur [1,5].
3. f(z) =2—x, sur [0,1].
4. f(z) = 3z, sur [-2, —1].
5. f(z)=2*+z+1,sur [1,3].
6. f(z) =3+ 2?2 sur [0,1].

(7-12) Calculer 'aire sous la courbe pour
les fonctions et intervalles spécifiés.

7. f(z) =2% entre z =0 et z = 4.
8. f(r)=x+2, entrex=1et x =5
9. f(x)=2—uz,entrex=0et x =1.

10. f(z) =3z, entre z = —2 et x = —1.
11. f(z) =22 +z+1, entre 1 et 3.
12. f(z)=3+2% entrex =0et x = 1.

(13-16) La distance parcourue par un
objet se déplacant en ligne droite a la vi-
tesse v(t), entre t = a et t = b, est laire
sous la courbe vitesse entre t = a et ¢t = b.
Calculer la distance parcourue par un ob-
jet dont la vitesse est v(t) sur I'intervalles
spécifiés.

13. v(t) =200 —t, entre t =2 et t = 5.
14. v(t) = 10+ 2t, entre t = 30 et t = 60.
15. v(t) =20 —t2, entre t = 1 et t = 3.
16. v(t) = 100 —t, entre t = 30 et t = 55.

2.3 Exercices supplémentaires

1. Le parcours d’un navire qui s’éloigne
de lorigine est donné par la fonction
y = 2% — 8z, lorsque > 0. A quel
endroit est-ce que le capitaine doit
éteindre les moteurs pour que le na-
vire atteigne le point (4,0)?

2. Montrer qu’aucune droite tangente a
la parabole y = 4 — 22 ne passe par
le point (1,2).

(3-10) Trouver les taux d’accroissements
des quantités suivantes.

3. Le périmetre d’un carré en fonction
de son arréte a. (P(a) = 4a.)

4. L’aire d’un carré en fonction de son
arréte a. (A(a) = o2.)

5. La surface d’un cube en fonction de
son arréte a. (s(a) = 6a2.)

6. Le volume d’un cube en fonction de
son arréte a. (v(a) = a3,

7. Le périmetre d’un triangle équilatéral
en fonction de son coté c. (P(c) = 3¢.)

8. L’aire d’un triangle équilatéral en
fonction de son c6té c. (A(e) = ¥3c2)

9. La surface d’une sphere en fonction
de son rayon r.(s(r) = 4rr2.)

10. Le volume d’une spere en fonction de
son rayon 7. (v(r) = 4xr3.)

(11-15) Afin d’éviter le radar des forces
américaines, un sous-marin nucléaire
soviétique navigue au large des cotes is-
landaises, en changeant sa profondeur se-
lon s(t) = t* — 16t> + 54t — 72t, ou
0 <t < 12 est mesuré en heures et s en
metres.

11. Quelle est la profondeur du sous-
marin apres 0 heure? 3 heures? 6
heures 7 9 heures? 12 heures ?

12. Quelle est le taux de variation moyen
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de la profondeur du sous-marin sur
I'intervalle [0,12] ?

13. Quel est le taux de variation de
la profondeur du sous-marin a un
instant ¢ quelconque de l'intervalle
[0,12]?

14. A quel instant est-ce que le taux de
variation de la profondeur du sous-
marin est égal a son taux d’accroisse-
ment moyen sur U'intervalle [0,12] ?

15. Quelle est la profondeur du sous-
marin a l'instant obtenu en 2.3.147

(16-19) Soient C' et R le coiit de produc-
tion et le revenu de ventes de x articles,
respectivement. Le profit a la vente de x
articles est P = R — C. Le coiit mar-
ginal , le revenu marginal et le profit
marginal sont les taux d’accroissements
respectifs de C', R et P. Calculer le profit
marginal lorsque =z = a.

16. C =100+ 2 + 22, R=25z,a="T.
17. C =200 +22%, R=0, a=100.
18. C=1-1 R=2?% a=30.

19. C =100, R = 22, a = 10.

(20-27) La variation de profits lorsque
le niveau de production passe de x = a a
x = b articles est l'aire sous la courbe du
profit marginal entre x = a et © = b. Cal-
culer la variation de profits lorsque la pro-
duction passe de 1 a 10 articles. lorsque
le niveau de production passe de ©z = a
a x = b articles est 'aire sous la courbe
profit marginal entre x = a et x = b.
Calculer la différence de profits lorsque la
production passe de 20 a 40 articles, pour
les colit marginaux et les revenu margi-
naux spécifiés.

20. Cpo(x) = 100 + 2 + 22, Ry () = 22,
20, 40].

21. Cpn(x) = 200, Ry, () = 0, [20,40].

22. Cpy(z) =100+ z, Ry, (x) = 26z,
120, 40).

23. Cpn(z) = 0, Rp(z) = 20+, [20,40].
24. P, (z) = 200 — x, [10,15].
25. P,,(z) = 100 + =, [30,40).
26. P,,(z) = 200 — 22, [0, 10].
27. P,,(z) = 100 — =, [30,40).







I’'m very good at integral and differential calculus,
I know the scientific names of beings animalculous;
In short, in matters vegetable, animal, and mineral,

I am the very model of a modern Major-General.

— WILLIAM GILBERT
Extrait de The Pirates of Penzance, Act 1.






Chapitre 3

Révision des concepts de base

3.1 Les nombres réels et leurs propriétés

Le premier type de nombres qu'une jeune enfant rencontre et maitrise est ce-
lui des nombres entiers naturels, ou «<nombres pour compters. Il est tou-
jours possible d’additionner et de multiplier ces nombres, et parfois possible
d’en soustraire un d’un autre, ou d’en diviser un par un autre. L’ensemble
des nombres entiers naturels est dénoté par

N* ={1,2,3,---}.

Ce sont vraiment les seuls nombres qui nous viennent a 'esprit naturelle-
ment. ! Mais cet ensemble possede quelques lacunes.
L’équation
r+5=7
possede une solution unique dans N*, ¢’est-a-dire x = 2. En effet, toute autre
valeur de x transforme ’égalité en inégalité. Toute équation de la forme

r4+a=0b,

ol a < b sont des entiers naturels, possede la solution unique xr = b— a. Mais
que ce passe-t-il si a = b7 Par exemple, I'équation

z+9=9

1. Pensez & un nombre au hasard : combien d’entre vous ont choisi un entier naturel 7

93
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ne possede pas de solution dans N*. En effet, pour toute valeur de x choisie
dans N, I’égalité n’est pas préservée. Pourtant, nous avons souvent besoin
de résoudre ce type d’équation. Que faire? Il y a au moins deux approches
face a ce probleme :

1. Tant pis! Nous ne pourrons résoudre ce genre d’équation.

2. Aucun entier de N* ne fonctionne ? Et bien, nous rajouterons une valeur
)
qui fonctionne!

La premiere approche, méme si elle est valide, n’est pas tres intéressante :
si nous nous en étions arrété la, la théorie des nombres entiers naturels se-
rait une des seules théories mathématiques & notre disposition.? La seconde
approche (proposée par les mathématiciens babyloniens du 3ieme giacle av.
J.-C.) quant a elle, représente un saut immense : I'abstraction du néant. Ce
n’est qu’au 61eme gidcle, cependant, que le 0 devient un nombre entier.

Le nouvel ensemble obtenu en ajoutant le 0 & N* est dénoté par

N=1{0,1,2,3,...}.
Il est désormais possible de résoudre toute équation de la forme
r+a=>0,

ou a < b sont des entiers naturels; la solution unique est x = b — a.

S’il est possible d’ajouter le 0, pourquoi s’en arréter la? Par exemple,
I’équation

r+7=05
ne possede pas de solution dans N. Mais en suivant une approche semblable a
celle qui nous a mené au 0, nous obtenons I’ensemble des nombres entiers,
dénoté par
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3...}.

Il est désormais toujours possible d’additionner, de soustraire et de multiplier
ces nombres, et parfois d’en diviser un par un autre, et nous sommes en
mesure de résoudre toute équation de la forme

r+a=>b, ou abecl.

En effet, I'unique solution de cette équation est x = b — a. Remarquons que
N C Z, puisque —1 ¢ N.

2. La géométrie classique et la logique en serait d’autres.
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Les équations de la forme
ar=>b, ou a#0,beZ

donnent en suite naissance a l’ensemble des nombres rationnels, qui est
dénoté par

Qz{gtp,QGZ,Q#O}.

Il est toujours possible d’additionner, de soustraire, de multiplier et de divi-
ser deux de ces nombres; il n’est cependant pas toujours possible d’extraire
les racines d’un nombre rationnel. Remarquons de plus que Z C Q, puisque

14Q.

Discussion Quels type de nombres devrez-vous rajouter a QQ afin de toujours pou-
voir extraire les racines de ces nombres? Pouvez-vous donner une interprétation
de Z et de Q dans le contexte de ’activité humaine ?

Si on imagine que les éléments de Q sont placés sur une droite, cette droite
contient plusieurs trous.® En remplissant ces trous nous formons 1’ensemble
des nombres réels, dénoté par R. Tous les nombres réels qui ne sont pas
rationnels (donc ceux qui remplissent les trous) sont des nombres irra-
tionnels, c’est-a-dire qu’il est impossible de les exprimer comme fractions
d’entiers. Les nombres v/2 et 7, par exemple, sont des nombres irrationnels.
L’ensemble R possede les propriétés suivantes : soient xz,y, z € R. Alors

Al. 2 +y=y+ux; M2. (zy)z = z(yz);
A2, (z+y)+z=2+(y+2); M3
A3. 24+ 0=u=zx;

Ad. 2+ (—x)=0et —z = (—1)z;
A5. z = ysietseulement si x4z = y+z; M5. x =y si et seulement si xz = yz et
D1. z(y+2) = 2y + zz; ¢ # 0;

M1. xy =yx; N1. sizy=0alorsz =0 ou y = 0.

.x-1l=xetx-0=0;

M4. six;é(),x-%zl;

Exemple 16 (PROPRIETES DES NOMBRES REELS)
1. Pour quelle(s) valeur(s) z obtient-on 2(z —4) = 5(6z 4+ 7) ?

3. En fait, elle contient beaucoup plus de trous qu’elle ne possede d’éléments de Q.
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Solution: En utilisant les propriétés, nous obtenons
%(w —4)=5(6z+7)
2%@-4) — 5(60 4 7)
3. (2&@-4)) —3-(5(62+7))
(3-2)%(95—4) — (3-5) (62 +7)
(2-3)- %(gg ) = 15(6 + 7)

2. <3.?1)(x—4)> 1562+ 7)

2-(1-(x—4)) =156z +7)
2. (x—4)=15(6z +7)
2. (z + (—4)) = 15(6z + 7)
2-24+2-(-4)=15-6x+15-7
2z 4 (—8) = 90z + 105
2z + (—8) +8 =90x + 105 + 8 A5
22+ 0 =90z + 113 A4

2z = 90x + 113
2z + (—90)z = 90x + 113 + (—90)z
2z + (—90)x = 90z + (—90)x + 113
(24 (—=90))z = (90 4+ (—90))x + 113 D1
(2-90)z =0z +113

)

)z

8)x

>
(3

HEHEEEEIEEEERIEERE N ERE

N || O

S

(2—90)z = 0 + 113

(2 — 90)z = 113

(—88)z = 113

1 1
(=83) ((—88)z) =) 113

1 113

<(—88<_88)> T= g%
o=
_ 113
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Dans ce cas particulier, afin de vérifier si la réponse est bonne, il suffit de
remplacer cette valeur dans ’équation originale, et de vérifier si I’égalité est

maintenue.

.2 _ 2, 113 _ 2 (_465\ _ _ 155
M.G.: j(z—4)=3(-F -9 =3(-%) =2

) _ 113 _ 339 _ 31y _ _ 155
M.D. : 5(6z+7)=5(6(—%)+7) =5(=332+7) =5(-3) = —12.
Puisque le membre gauche de ’équation est égal au membre droit, = est bel
et bien égal a —%.4 En pratique, il n’est pas nécéssaire de résoudre avec

une telle minutie. Par exemple, les 5 lignes suivantes seraient suffisantes :

2
2 —4) = 15(6z +7)
2¢ —8 = 90x 4+ 105

—88z = 113
113

88’
d’ou le résultat recherché.

2. Marie dispose de 300$ pour acheter un amplificateur. En sachant que les
diverses taxes qui s’appliquent & I’achat de ce produit s’élevent a 15%, peut-
elle se permettre un Marshall Valvestate 80V dont le prix brut est 259.99 $
(Cdn)?

Solution: A I’achat, les taxes prennent la valeur
0.15(259.99) ~ 39.00.

Puisque 'amplificateur cotute 259.99, le cotuit total de ’achat est approxima-
tivement

259.99 + 39.00 = 298.99.

Elle peut donc se procurer 'amplificateur en question. Espérons qu’elle s’en
servira pour le bienfait de I’humanité.

Il y a une autre facon d’aborder le probleme. Posons z la valeur maximale
(en dollars) de 'amplificateur qu’elle peut se permettre. Les taxes qui s’ap-
pliquent prennent alors la valeur 0.15z. Puisqu’elle dispose de 300 dollars

4. 11 faut faire attention. Dans cet exemple, il n’y avait qu’une réponse possible. S’il
y a plus d’'une réponse, la substitution vous permet simplement de déterminer si votre
réponse est une des bonnes réponses, et non que c’est la seule réponse possible.
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pour son achat, nous obtenons

240152 = 300
(140.15)z = 300

1.15z = 300
300

= —— =~ 260.87.

T RE 60.87

Ainsi, tant que le prix brut de l'amplificateur est inférieur a 260.87, elle
pourra se le procurer.

. Trouver y tel que %(y +1) = %(y +2).

Solution: En utilisant les propriétés, nous obtenons

1 1

§(y+1) = g(y+2)

y+1 = y+2
y-—y = 2-1
0 = 1,

ce qui est évidemment impossible. Ainsi, il n’existe aucune valeur y qui
satisfait a I’équation originale.

. Pour quelle(s) valeur(s) £ obtient-on £(§ 4+2) =07

Solution: Nous nous servons ici de la propriété N1. Si £(§ + 2) = 0, alors
£ (£+2)=0,
S~ e —
=0 -0

doué=00ué+2=0. Ainsi, £ =0o0u { = -2.

. Pour quelle(s) valeur(s) J obtient-on 3 —1= (1—3) 4+ 27

Solution: Nous obtenons

1-1 = (1-3)+2
J-1 = J-1

1 =1

0 =0

)

ce qui est toujours le cas. Ainsi, tout J satisfait & ’équation. |
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[’exemple précédent montre qu'une équation® peut avoir aucune, une, plu-
sieurs ou une infinité de solutions.

Il est également important de bien savoir manipuler les fractions. Voici 6
propriétés importantes de ces dernieres : soient x,y, 2z, w des nombres réels
tels que z,w # 0. Alors

F1. LYY Fe. 2.4 1Y
z z z z W zw
po, T4 Y _rwhyz, Fs. T .Y T
z W Zw Z  w zY
p3, © Y _ Wy pe. L _ %
z w A Zw w
Exemple 17 (MANIPULATION DE FRACTIONS)
. 3,2 _00M+2¢) _ 29
4T (4)(7) 28
5 2 I 2x+2)+1(z) 3ox+4
o ox4+2 z(x+2) z(z+2)]
3—h)2—32 9—6h+h -9 —6h+h2 h(—6+h)
3. h = h = ; = A =—6+h, h#0;

4. Le coefficient de liquidité d’une entreprise est le rapport des valeurs
disponible aux dettes a court terme. Supposons qu’une libraire dispose de
100, 000$ en liquide et qu’elle doit 250,000$ & divers créanciers. Supposons
de plus qu’elle désire emprunter une somme supplémentaire, tout en conser-
vant un coefficient de liquidité égal a % Quel montant doit-elle emprunter ?

Solution: Posons z le montant que la libraire empruntera. Ainsi, elle dis-
posera de 100000 + = en liquide, mais ses dettes s’éleveront a 250000 + x.
Son coefficient de liquidité, dont la valeur réelle est %, sera alors

100000 +z 1

250000 + = 2’

Pour trouver z, il suffit de multiplier & gauche et & droite par 2(250000 + x).

5. Par équation l'on entend une expression contenant des variables et un signe
d’égalité ; résoudre I’équation correspond & trouver les valeurs des variables qui rendent
I’équation valide. Par exemple, z + 2 = 3 est une équation dont la solution est x = 1,
cependant l'expression f(x) = x + 2 n’est pas une équation, c’est une définition de la
fonction f.
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Nous obtenons ainsi

100000 1
2(250000 + ) <2500001i> = 52(250000 + x)
2(100000 + ) = 250000 +
200000 + 2z = 250000 +
= 50000.

Elle devra donc emprunter 50, 000$ afin de maintenir un coefficient de liqui-
dité de 3. |

3.1.1 Les puissances et les racines

Les opérations principales des nombres réels sont 1’addition et la multi-
plication ; la soustraction et la division ne sont pas vraiment de nouvelles
opérations. De fait, I’équation a — b = c est en réalité I’équation a = b+c; de
méme, a+b = c est en fait a = b x c. Les puissances et I'extraction de racines
sont définies & méme la multiplication. Ce sont des opérations inverses, tout
comme 'addition et la soustraction, et la multiplication et la division.

Soit x un nombre réel. Alors

=z, 2P=zxx, -, a"=gx -z

n fois

pour tout entier positif n. Si de plus  # 0, alors 2° = 1 et

pour tout entier positif n. %

Exemple 18 (PUISSANCES)
1. ?=7-7=49;

() = () (- 4)(~4) = —64;

-2 _ 1 _ 1.

2
3

4. 77728270 =1;
5. (0.15)% = (0.15)(0.15)(0.15) = 0.003375 ;

6. Notons que 0° n’est pas défini; c’est une forme indéterminée.
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6. (1.1)™3 = ﬁ ~ 0.751.

7. Supposons qu’une somme d’argent A soit placée a un taux d’intérét i (com-
posé annuellement). Quel est le solde S, apres n années ?

Solution: En général, le solde S,, apres n années sera

Sn = solde a la fin de 'année précédente + intérét accumulé durant 'année
= Spo1+iSp-1
= (1 + i)Sn_l.

Ainsi, le solde S, aprés n années dépend du solde S,_1 aprés n — 1 années,
qui dépend lui-méme du solde S,_o, et ainsi de suite. Mais ceci ne nous
indique toujours pas comment calculer S,. Remarquons qu’au bout d’un an,
le solde S; sera

S1 = somme placée + intérét accumulé durant ’année
A+1iA
= (1+49)A

De méme, le solde S5 sera

S9 = solde a la fin de la premieére année + intérét accumulé durant I’année
S1 41451

(1+1)5;

= (1449)(1+i)A=(1+1i)%A,

et apres trois ans,

S3 = solde a la fin de la seconde année -+ intérét accumulé durant ’année
So 4152

(141)S;

= (14491 +i)?A=(1+1i)3A

En général, le solde S, apres n années sera
Sp=(1+1i)"A.

Par exemple, si le placement initial est A = 2000 et que le taux d’intérét
(composé annuellement) est ¢ = 8% = 0.08 alors le solde apres 7 ans est
Sz = 2000(1 + 0.08)7 = 2000(1.08)7 ~ 3427.65 §$. n
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Les puissances possedent 5 propriétés importantes : soient z,y # 0 des
nombres réels et m,n des entiers. Alors

P1. o™ = o™t pa. L _ mn.
m xn ’
P2. (zy)" =amy™; m m
P5. (Z) ==
P3. (z™)" = ™" ; “\y) oy

Soit € R et n un entier naturel. La n—iéme racine (réelle) de x est

un nombre y € R tel que

Yy =u.
Par exemple, les racines carrées de 4 sont —2 et 2 puisque (—2)? = 4 et
(2)? = 4; la racine cubique de —27 est —3 puisque (—3)* = —27.

En général, si x > 0 et n est pair, il y a deux n—ieme racines de z,
appellons-les y et —y, puisque

Six < 0 et n est pair, il n'y a auncune n—ieme racine. De plus, lorsque n
est impair, il y a exactement une n—ieme racine, quelque soit le signe de x.
Ainsi, pour tout x > 0, nous écrirons

= = {n—leme racine positive lorsque n est pair,

n—ieme racine lorsque n est impair.

Avec cette notation, il est facile de voir que les racines sont réellement des
puissances fractionnaires ; elles satisfont aux propriétés P1-P5.

Exemple 19 (SIMPLIFICATION DE PUISSANCES ET DE RACINES)
1. 26273 = 96+(=3) — 23 — g,
41/243/2 41/2+3/2 42 16

2. = == -
2 2 5 =5 %

3. T3yl Bg = yT/3+1/35 — y8/3,.

—g\ [ —g\ A" 125\3\" /15Nt /5 \Y 625
4, —_— = —_— = —_— = _— = —_— = —
&) (&) )-(5) ) -G -E)-%
5. Un charcutier désire construire et peinturer une boite cubique dans laquelle

il placera les cartes d’affaires de ses clients; & chaque semaine, il en pigera
une au hasard et ’heureux gagnant recevra un saucisson gratuit. Il dispose
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de I’équivalent de 27 metres carrés de peinture. Quelles sont les dimensions
de la plus grosse boite qu’il peut couvrir avec toute sa peinture ?

Solution: Soit x la longueur de I'arréte de la boite. Chaque face du cube
a donc une surface de z?; la surface que le charcutier doit peindre est donc
622 metre carrés, puisqu’un cube possede 6 faces. L’équation a résoudre est

alors 622 = 27, d’ott 2% = % = % et
3 32
T=+— = L3V2
V2 2

Visiblement, il faut rejeter la solution négative puisque I'arréte d’un cube
ne saurait étre négative. Ainsi, 'arréte de la plus grande boite qu’il peut

couvrir avec 27 metres carrés de peinture est %ﬁ metres.

3.1.2 Les inégalités et la valeur absolue

Il est souvent important, dans certains problemes, de déterminer laquelle de
plusieurs quantité est la plus grande ou la plus petite. Si x et y sont des réels
tels que x soit strictement plus petit que y, nous écrirons x < y. S’il est
de plus possible que x soit égal a y, nous écrirons x < y, c’est-a-dire que x
est plus petit ou égal a y. Graphiquement, cela revient a dire que x se
retrouve strictement a gauche de y sur la droite réelle dans le premier cas,
et que x se retrouve a gauche de y ou que z = y sur la droite réelle dans le

second.
Soient x,y, z € R. Alors

Il. siz<y,alorsz+z<y+z; I2. siz+2<y+z alorsx <y;

I3. si 2z > 0, alors x < ysiet I4. si z < 0, alors x < y si et
seulement si rz < yz; seulement si zz > yz.

Les propriétés I3. et I4. reviennent a dire que la multiplication d’une

inégalité par un nombre négatif renverse toujours le sens de I'inégalité.

Exemple 20 (INEGALITES)

1. Puisque 2 < 7, alors 2+ x < 74 x pour tout z € R;;

7. C’est une tres grosse boite.
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2. Supposons que 4 < —3x < 9. Alors
4 -3z 9

— > >
-3 -3 -3
d’oﬁ—3<x<—%;

3. Trouver les valeurs w telles que w(w + 2) > 0.

Solution: Si xy > 0, alors soit z > 0O et y > 0, soit z < 0 et y < 0.8
Ainsi, soit w > 0 et w+ 2 > 0, c’est-a-dire w > 0 et w > —2, donc w > 0;
soit w < 0et w+2 <0, c’est-a-dire w < 0 et w < —2, donc w < —2. Ainsi,
w(w +2) >0 lorsque w > 0 ou w < —2.

4. Un pere sait qu’il a besoin d’au moins 10 couches par jour et d’au plus 15
couches par jour pour subvenir aux besoins de sa petite fille. Si le prix du
commercant pour un paquet de 40 couches est 11.49$, quelle somme s’attend-
t-il & verser pour ses couches par tranche de 2 semaines ?

Solution: Soient x le nombre total de couches utilisées pendant 2 semaines

et y le valeur réelle d’une couche. La somme qu’il a & débourser est alors zy.
Mais
140 = 14(10) < = < 14(15) = 210,

c’est-a-dire qu’il utilise entre 140 et 210 couches par tranche de 2 semaines.
Puisque le prix d’une couche est positif,

140y < 2y < 210y.

En supposant que les diverses taxes s’appliquant & cet achat totalisent 15%
du prix du commergant, un paquet de 40 couches vaut réellement

11.49 + 0.15(11.49) = 1.15(11.49) ~ 13.218.
Ainsi 40y = 13.21%, d’ott y =~ 0.33%. Nous obtenons alors
46.20 = 140(0.33) < y < 210(0.33) = 69.30,

c’est-a-dire que le pauvre pere déboursera entre 46.20% et 69.30$ par tranche
de 2 semaines. ? |

8. De méme, si xy < 0, alors soit x < 0 et y > 0, soit x > 0 et y < 0. Les relations sont
préservées si les inégalités sont strictes.

9. Durant une année complete, un nouveau-né utilise approximativement 3600 couches.
Ca commence a faire beaucoup de déchets. Le pére devrait peut-étre considérer utiliser
des couches en coton.
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[z, Y] Jz,yl [, 400 Ja, +-00]

x Y z Y z z

[x,y[ ]xay] ]—OO,Q?] ]—OO,Q?[

FIGURE 3.1 — Les différents types d’intervalles.

Soient x < y deux nombres réels. Les intervalles formés a partir de = et
y sont définis par

1. [z,y] ={z:2 < z<vy}; 3. [r,y[={z:2 < z<uy};
2. Jz,y[={z:x<z<y}; 4. Jz,yl ={z: 2 <z <y}
Le premier intervalle est un intervalle fermé, le quatrieme est ouvert, et les
second et troisiemes sont demi-ouverts ou demi-fermés. Les intervalles

non-bornés formés a partir de x sont définis par

5. [1,+oo[ = {z:2 <z} 7. ] —o00,2] = {z: 2 <x};
6. |z, +oo[ ={z:2 < 2z}, 8. ] -

Les différents types d’intervalles sont représentés a la figure 3.1.

ol ={z:z <z}

Exemple 21 (INTERVALLES)

1. A I’exemple précédent, nous avons trouvé que la somme déboursée par le pere
pour 2 semaines de couches se retrouve dans I'intervalle fermé [46.20, 69.30].

2. Trouver l'intervalle des valeurs z pour lesquelles 12z — 3 > 5.

Solution: Par définition,

122 —-3>5
122 >5+3 =38
8 2
Z>ﬁ—§.

Ainsi Iintervalle recherché est |2, ool.
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3. Trouver l'intervalle des valeurs 8 pour lesquelles 0 < 1 — 23 < 3.

Solution: Par définition,

0<1-23<3
0-1<1-28-1<3-1
—1<-28<2

~1_ -28 2
s _TP s 7
R R

> 06> —1.

N | =

Ainsi Dintervalle recherché est | — 1, 3]. [ |

L’intervalle des valeurs qui satisfont a une inéquation est parfois appellé I'in-
tervalle solution de I'inéquation.

La valeur absolue d'un nombre réel mesure la magnitude de ce nombre
ou sa distance de l'origine. Par définition,

x siz >0,
=] =

—x six <O.

Soient z,y € R. Alors

VAL. |z| = Va?; VAA4. |z +y| < |z| + |y|;
VA2, || <z < |a]; VAS. |z —y] < || + |ol;
VA3. |yl =[] - [yl; VAG. ||z = |yl| < |z —yl.

Exemple 22 (VALEURS ABSOLUES)

1. Trouver tous les nombres x qui satisfont a |z| = 2.

Solution: Puisque |z| = V22, les nombres recherchés satisfont a va2 = 2.
Ainsi 22 =4, dot z =2 ou z = —2.

2. Trouver tous les nombres x qui satisfont a |z —a| = r, ou r > 0.
Solution: Ces nombres satisfont & \/(x —a)? = r, dott (z — a)? = r?
Ainsi, z —a=roux—a=—r,doux =a+r oux =a—r. Par exemple,
les solutions de |z — 1| =3 sont t =14+3=4oux=1-—3=-2.
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-2 +2 —26 +16
¢ 0 ¢ -1 . -5 *
|| =2 ly+1]=-2 |z +5| > 21
a—r a+r —26 +16 300 500
* a ¢ * —5 * 400
|z —al =7 |z +5] <21 ‘¥‘<50

FIGURE 3.2 — Représentation graphique (voir exemple 22).

. Trouver tous les nombres y qui satisfont a |y + 1| = —2.

Solution: Par définition, la valeur absolue de tout nombre doit étre plus
grande ou égale a 0, ce qui n’est pas le cas ici. Il n’y a donc aucun nombre
y qui satisfait a I’équation.

. Trouver tous les nombres z qui satisfont a |z 4+ 5| < 21.

Solution: Les nombres recherchés se retrouvent a une distance au plus égale
a 21 de —5. Ainsi, ce sont tous les nombres z tels que —21 < z + 5 < 21,
d’ott —26 < z < 16. L’intervalle solution est alors [—26, 16].

. Trouver tous les nombres z qui satisfont & |z + 5| > 21.

Solution: Les nombres recherchés se retrouvent a une distance au moins
égale a 21 de —5. Ainsi, ce sont tous les nombres z tels que z +5 > 21
ou —21 > z+ 5, d’ou z > 16 ou z < —26. L’intervalle solution est alors
| — 00, —26] U [16, oo].

— 400
. Trouver tous les nombres £ qui satisfont a § ‘ < 50.
Solution: Par définition, nous avons
— 400
),

€ — 400| < 2(50) = 100
—100 < £ — 400 < 100
300 < ¢ < 500.

L’intervalle solution de I'inégalité est donc ]300, 500]. [
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Exercices 3.1

(1-11) Résoudre les équations suivantes 26. —2 >3 — 4z > —10.
en appliquant les propriétés des nombres
réels.

1. 3(z—1) = 10.

27. -1<z+2<z+3.
28. f2<—1.

2. 3l — 4y +2). ) ,
3 742 — 49 29. La température en Celsius est obte-
L= nue de la température en Fahrenheit
4 wtl=w+2 a Daide de la formule C' = 2(F — 32).
5. % = 4. Si la température en Celsius varie de
6. -1 =2 —20 et —10 pendant la nuit, quel
1/3..5/3 est l'intervalle correspondant de va-
7.z /7t =1 riation de la température en Fahren-
8. 22/3 =4, heit ?
9. z2(z—17)(2+2) =0.
10. L =o. (30-41) Simplifier les expressions sui-
tes.
11. |y = —1. =
30. xxdr2. 36. 1673/2.
(12-28) Résoudre les inégalités suivantes 31 (i)l/Q. 37. (—8)¥/3.
en appliquant les propriétés des nombres 25 4/3
réels. 32. (92%)1/2. 38. =87,
12. |2£333| 5 6 33. (928)"1/2, 39. (20000z + 77m)°.
’ 22 ’ -3 -2 CD2 313
13. |z —1] >0. 3. Tt 40. VL
2 -1
15. 3z —2 <5.
16. 3z —2 > 5. 42. Reprendre les données de ’exemple
17. 32 —2 < 5. 20.4. Si le pere ne dispose que de 40$
pour acheter des couches pour une
18. 3z —=2>5. période de 2 semaines, combien de
19. la—2[ <1 fois pourra-t-il changer la couche de
20. |2—al < 1. sa fille ?
21. %z —6>12. 43. Reprendre les données de l'exemple
22. z <0. 19.5. Si le charcutier ne dispose
que de 20 metres carrés de pein-
RV <1
23 varlsl ture, quelles seront les dimensions
24 vr+l=>1 de la plus grosse boite qu’il pourra

25 —1<5+7<4. construire ?
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3.2 Les polynomes et la factorisation

Dans les applications du calcul, il est souvent nécéssaire de résoudre une
équation de la forme

Ant" + ap_ 12" 4+ a4+ ag =0, (3.1)

ou I'inconnue est x et ou les a; sont des nombres réels tels que a,, # 0. Le
membre gauche de (3.1) est un polynéme de degré n en z.

Degré 0 : le polynéme p(z) = ag, ap # 0 est constant. Dans ce cas,
I’équation polynomiale
p(z) =ag =0
ne possede pas de solution puisque ag # 0, par définition.

Degré 1 : le polynome p(x) = ayjx + ag, a3 # 0, est linéaire. Dans ce cas,
I’équation polynomiale

p(r) =ax+ay=0

possede une unique solution :

Degré 2 : le polynome p(z) = asz? + a1x + ag, ay # 0, est quadratique.
Dans ce cas, I’équation polynomiale

p(z) = asx® + a1z + ag =0

possede les solutions :

—ay + \/a% — 4dasag ot o —ay — \/a% — dasag
2&2 '

2&2

Si A = a? — dazag > 0, I'équation possede deux solutions réelles, si
A = 0 elle possede une solution réelle (double), et si A < 0, elle ne
possede aucune solution réelle. 1°

10. Mais elle possede deux solutions complexes.
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Degré > 3 : il devient beaucoup plus difficile de résoudre les équations po-
lynomiales de degré supérieur a 3, quoiqu’il existe des formules pour
les équations cubiques et quartiques.!! Il est bon de noter que toute
équation polynomiale p(z) = 0 de degré n impair possede au moins une
solution réelle, et qu’en général, toute équation polynomiale p(x) = 0
de degré n possede n solutions, possiblement complexes, en comptant
les répétitions.

En général, pour résoudre 1'équation p(z) = 0, ou p est un polynoéme de

degré n, il suffit de factoriser p, c’est-a-dire de le ré-écrire sous la forme

d’un produit de polynomes linéaires.

p(z) = (crx + dy)(cax + da) - -+ (cpz + dy),

ou les ¢;, d; sont des nombres réels tels que ¢; # 0 pour tout i = 1,...,n. De
fait, en se servant de la propriété N1, les solutions de p(z) = 0 sont les n
solutions (qui peuvent se répéter ou étre complexes) des équations

caqx+dy = 0
Czl"l'dg =

cpr+d, = 0.

Cependant, il est parfois impossible de factoriser completement en facteurs
linéaires, et nous devons nous contenter d’une factorisation en facteurs linéaires
et/ou quadratiques.

Lorsqu’un facteur quadratique ne peut étre factorisé, il est dit irréduc-
tible; ses racines sont alors des nombres complexes. Notons qu'un polynome
quadratique dont le discriminant est négatif est irréductible.

11. Une des trois solutions de I’équation ax® + bz? + cx + d = 0 est donnée par
e (b be AN b be dNT (e B2
B 2743  6a®>  2a 27a®  6a®> 2a 3a  9a?
LW e d A S S )
27a3  6a% 2a 27a3  6a% 2a 3a  9a? 3a’
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Exemple 23 (FACTORISATION)
1. Factoriser 22 + 3z + 2.
Solution: Ré-écrivons
43z +2=04z+2c0+2=2(x+1)+2x+1)=(z+2)(z+1).
Le membre le plus a droite est la factorisation recherchée.
2. Factoriser 3 + 22 + x + 1.
Solution: Ré-écrivons
Bt trtl=d 4o+ +1l=2@+ 1)+ 1 +1) = (@2 +1)(z+1).
Le terme z2 + 1 ne peut se factoriser, comme nous le verrons plus tard.
3. Trouver les racines réelles de I’équation 22 4+ 3z + 2 = 0.
Solution: La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
2 4+324+2=(x+2)(z+1)=0.

D’apres la propriété N1, nous avons t+2=0oux+1=0, d'otz = —2 et
x = —1 sont les racines réelles de 1’équation.

4. Trouver les racines réelles de 1’équation 22 + 22 + 2 +1 = 0.
Solution: La factorisation de ce polynome est connue. Ainsi

Byt tr+1=0*+1D(x+1)=0.

D’apres la propriété N1, nous avons 22 +1 = 0 ou z + 1 = 0. Mais il est
impossible d’avoir 22 4+ 1 = 0 puisque x> > 0 pour tout z. Ainsi il ne reste
que x +1 =0, d’ou z = —1 est la seule racine réelle de I’équation. ]

Il existe plusieurs méthodes de factorisation. En voici quelques unes qui sont
communes.

3.2.1 La différence de carrés et le carré parfait

La méthode de la différence de carrés ne s’applique qu’a certains po-
lynomes de degré pair. Soit a un nombre réel. Alors le polynéome z? — a? se

factorise de la facon suivante :

2 —a’ = (z+a)(z —a).
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Exemple 24 (DIFFERENCE DE CARRES)

1. Factoriser les polynomes.

(a) 2% —1; (¢) 2% +1;
(b) y*—9; (d) =4 —1.
Solution:

(a) Sia=1,alorsa®? =1let 22 — 1= (x — 1)(z +1).

(b) Sia=3, alorsa?=9ety?>—9=(y—3)(y+3).

(c) T faut ré-écrire 22 — (—1), d’out a? = —1. Mais il n’y a pas de nombre
réel satisfaisant cette relation. Nous ne pouvons donc pas nous servir
de la différence de carrés pour factoriser. 12

(d) Posons y = 2. Ainsi 2 —1 = (22)2 -1 =9y>-1=(y—1)(y+ 1)
(22 = 1) (22 4+1) = (z — D)(z+ 1)(2® +1).

2. Résoudre les équations en factorisant.

(a) 22 -1=0; (c) 22 +1=0;
(b) ¥* —9=0; (d) 24 —1=
Solution:

(a) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
2 —1=(zx—1)(z+1)=0.

D’apres la propriété N1, nous avons t —1 =0ouz+1=0,douz =1
et x = —1 sont les solutions de 1’équation.

(b) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
v =9=(y—3)(y+3) =0

D’apres la propriété N1, nous avons y—3 =0ouy+3=0,douy =3
et y = —3 sont les solutions de I’équation.
(c) Il n’y a aucun nombre réel tel que x? + 1 = 0.

(d) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
2t —1=(z—1)(z+1)(z*+1) =0.

D’apres la propriété N1, nous avons z—1 = 0 ou 241 = 0 ou 22 +1 = 0.
Mais 22 +1 = 0 n’a pas de solutions. Ainsi il ne reste que x —1 =0 et
x+1=0,doux=1et x=—1 sont les solutions de I’équation. |

2:

12. En fait, il est impossible de factoriser 22 + 1 puisque « —1 n’a pas de solution.
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La méthode du carré parfait ne s’applique qu’a certains polynomes de degré
pair. Soit a un nombre réel. Alors le polynome 2 + 2ax + a? se factorise de
la facon suivante :

2?4+ 2ar +a® = (z +a)(x +a) = (z +a)’.
De méme, le polynéome x? — 2ax + a? se factorise de la facon suivante :
2 —2ar +a* = (v —a)(zr —a) = (x — a)*.

Exemple 25 (CARRES PARFAITS)

1. Factoriser les polynomes.

(a) 2?42z +1; (c) z* +22% +1;
(b) y* — 6y +9; (d) 2242z — 1.
Solution:

(a) Sia=1,alors2a =2et a?=1,donz?+2z+1= (x+1)°

(b) Sia= -3, alors 2a = —6 et a®> =9, d’'ot1 y?> — 6y +9 = (y — 3)°.

(c) Posons y = x2. Ainsi 2% +222+1=¢y?+2y+1 = (y+1)? = (22 + 1),

(d) Sia =1, alors 2a = 2 et a®> = 1. Il est donc impossible d’utiliser la
factorisation des carrés parfaits. ]

2. Résoudre les équations en factorisant.

(a) 22 4+22+1=0; (c) z* +222 +1=0;
(b) y* —6y+9=0; (d) 22 +22—1=0.
Solution:

(a) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
2 _ 2 _
z*+2x+1=(x+1)°=0.

D’apres la propriété N1, nous avons  + 1 = 0, d'ou x = —1 est la
solution de ’équation.

(b) La factorisation de ce polynoéme est connue. Ainsi
y* —6y+9=(y—3)2=0.

D’apres la propriété N1, nous avons y — 3 = 0, d’'ot y = 3 est la
solution de I’équation.
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(c) La factorisation de ce polynoéme est connue. Ainsi
et 4207 41 = (22 +1)2=0.

D’apres la propriété N1, nous avons z? +1 = 0. Mais 22 + 1 =0 n’a
pas de solution. L’équation originale n’a donc pas de solution.

(d) La factorisation de ce polynéme est inconnue. Nous ne sommes donc
pas encore en mesure de répondre a la question. |

3.2.2 La différence de cubes et le cube parfait

La méthode de la différence de cubes ne s’applique qu’a certains polynomes

dont le degré est un multiple de 3. Soit a un nombre réel. Alors le polynome

23 — a® se factorise de la facon suivante :

2? —a® = (2% + ax + a®)(z — a).
De méme, le polynome 23 + a® se factorise de la facon suivante :
23 +a® = (2* —ax + a®)(x + a).

Le polynome de degré 2 qui apparait dans ces factorisations est irréductible
(non-factorisable) puisque son discriminant est A = —3a? < 0.

Exemple 26 (DIFFERENCE DE CUBES)

1. Factoriser les polynomes.

(a) 2° —1; (c) a*;
(b) y> —27; (d) 23 +8.
Solution:

(a) Sia=1,alorsa® =1, dotu 2® — 1 = (22 + 2+ 1)(z — 1).

(b) Sia =3, alors a® = 27, d’on * — 27 = (v + 3y + 9)(y — 3).

(c) Le polynome est déja factorisé.

(d) Sia=2,alors a® =2, doltt 25 +8 = (22 — 22+ 4)(z + 2). [ |
2. Résoudre les équations en factorisant.

(a) 23 —1=0; (c) 22 =0;

(b) y3 —27=0; (d) z3+8=0.



3.2 LES POLYNOMES ET LA FACTORISATION 75

Solution:

(a) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
B -1=(@ 4+ 1)(z-1)=0.

D’apres la propriété N1, nous avons 22 + 2+ 1 =0 ou z — 1 = 0. Mais
22 + z + 1 est irréductible d’ott = 1 est la solution de 1’équation.

(b) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
y?—27=(y*+3y+9)(y—3) =0.

D’apres la propriété N1, nous avons 42 +3y +9 = 0 ou y — 3 = 0. Mais
y? + 3y + 9 est irréductible d’ott y = 3 est la solution de ’équation.

(c) La factorisation de ce polynoéme est connue. Ainsi

22 = zzx = 0.

D’apres la propriété N1, 'unique solution est = = 0.

(d) La factorisation de ce polynoéme est connue. Ainsi
Br8=(*-22+4)(2+2)=0.

D’apres la propriété N1, nous avons 22 —2z+4 =0 ou z+2 = 0. Mais
22 — 22 + 4 est irréductible, z = —2 est la solution de ’équation. M

La méthode du cube parfait ne s’applique qu’a certains polynomes dont
le degré est un multiple de 3. Soit a un nombre réel. Alors le polynome
23 + 3az? + 3a%x + a® se factorise de la facon suivante :

2° + 3ax® + 3a’z + a® = (v + a)(z + a)(z + a) = (z + a)®.
De méme, le polynome 22 — 3ax?+ 3a%x — a® se factorise de la facon suivante :
2 — 3az® + 3a’*r — a® = (v — a)(x — a)(z — a) = (z — a)*.

Exemple 27 (CUBES PARFAITS)
1. Factoriser les polynomes.
(a) 234322+ 3z +1; (c) 28+ 3z* + 322 +1;
(b) N3 — 682 + 128 — 8; (d) 3% — 3y* + 3y — 1.
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Solution:
(a) Sia =1,alors 3a = 3,3a® = 3et a® = 1, ot 23 +322+32+1 = (z+1)3
est la factorisation recherchée.
(b) Sia=—2, alors 3a = —6, 3a®> = 12 et a®> = —8, d’ou
N3 - 6R% 4 128 — 8 = (R — 2)3
est la factorisation recherchée.
(c) Posons y = z2. Ainsi
28 432t 432+ 1=+ 3+ 3y + 1= (y+1)° = (2* +1)3
est la factorisation recherchée.
(d) Sia=—1, alors 3a = —3, 3a®> = 3 et a® = —8, d’ot1
=3yt + 3P —1=(y—1)°

est la factorisation recherchée. |
2. Résoudre les équations en factorisant.
(a) 2%+ 322+ 3z +1; (c) x5+ 32* + 322 4+ 1;
(b) N3 — 682 4 128 — 8; (d) 9% —3y* +3y% — 1.
Solution:

(a) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
3 +322 434+ 1=(2+1)3=0.

D’apres la propriété N1, nous avons z+1 = 0, d’ou x = —1 est I'unique
solution.

(b) La factorisation de ce polynome est connue. Ainsi
N3 —6NZ 4+ 128 —8 = (R —2)3 = 0.

D’apres la propriété N1, nous avons X —2 = 0, d’out X = 2 est 'unique
solution.

(c) La factorisation de ce polynéme est connue. Ainsi
2%+ 32t 322+ 1= (2 +1)3=0.

D’apres la propriété N1, nous avons 2 + 1 = 0, ce qui n’est jamais le
cas. Il n’y a donc pas de solution.

(d) La factorisation de ce polynome est connue. Ainsi
v -3yt 43y —1=(y-17° =0

D’apres la propriété N1, nous avons y — 1 = 0, d’ou y = 1 est 'unique
solution. [
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3.2.3 La complétion du carré et la formule quadratique
Soient a et b deux nombres réels tels que a® — b > 0. L’équation
v+ 24z +b=0
peut se ré-écrire
0=2a"+2ax+b=2"~+2ax+a*+b—a’*= (v +a)’+b—a*
cest-a-dire (x 4+ a)? = a®> — b, dott z + a = £va? — b et
r=+vVa2—b—a.
De méme, I’équation 2% — 2ax + b = 0 possede les solutions

z=+vVa?—-b+a.

Cette métode de recherche des racines * s’appelle la complétion du carré.
Elle donne en méme temps la factorisation

2+ 2ar +b=(z+ Va2 —-b+a)(zr— Va2 —b+a).

Exemple 28 (COMPLETION DU CARRE) Résoudre les équations en complétant le
carré.

1. y>—Ty+12=0; 3. 22+ 52 +5=0;
2. 202 —4a —6=0; 4. 2> —b5x —5=0.
Solution:

1. Puisque a = —% et b=12,

49 7 17 1 7
y=ve “=V3 2T ViITa T2
49 7 1 7 1 7
y=ova ¢ 1 T3 TR R R
sont les solutions de I’équation.
2. Nous obtenons I’équation équivalente a? — 2o — 3 = 0. Puisque a = —1 et

b= —3,
a=vV12—-b—a=vV1+3+1=V4+1=3
a=-12-b-a=—V1+3+1=—Vi+1=-1

sont les solutions de I’équation.

13. Une racine du polynome p est une solution de ’équation p(x) = 0.
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3. Puisque a = 3 et b =5,

sont les solut10ns de I’ equatlon

4. Puisque a = —32 et b= -5,

sont les solutions de 1’équation. |
Soient a,b et ¢ trois nombres réels tels que b?> — 4ac > 0. Les solutions de
I’équation
ar’+br+c=0

sont alors
b= Vb? — 4dac
N 2a ’

Cette méthode de recherche des racines s’appelle la formule quadratique.
Elle donne en méme temps la factorisation

b—\/b2—4ac> < +b+\/b2—4ac>
— x4+ —— ).
2a

ar’> +bxr+c= <x—|—
2a

Exemple 29 (FORMULE QUADRATIQUE) Résoudre les équations en utilisant la
formule quadratique.

1. y> = Ty+12=0; 3. 22 4+5x+5=0;
2. 20%2 —4a—6=0; 4. 2> —bx —5=0.
Solution:

1. Puisque a=1,b=—7et c =12,

bV —dac T4 /49 -4(1)(12)  T+1 _y

2a B 2(1) 2
— Vb2 —dac  T—+/49-4(1)(12) T7-1 s
2a B 2(1) 2

sont les solutions de I’équation.
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2. Puisque a =2, b= —4 et ¢ = —6,

:4+ /16 — 4(2)(—6) _ 448 _ 3

“ 2(2) 4
_4-/16-4@)(=6) _4-8 |
“= 2(2) T4 T

sont les solutions de I’équation.

3. Puisquea=1,b=5et c =5,

_ 5+ V25-4)(5) _ 5+V5

T

2(1) 2
- 25-4(1)(5)  —5-5
B 2(1) 2

sont les solutions de I’'équation.

4. Puisque a =1, b= -5 et c = —5,

_5+4/25-4(1)(-5) _ 5+ V45 _ 5+3V5

x

2(1) 2 2
5—/25-4(1)(-5) 5-+45 5-35
T 2(1) -T2 T2
sont les solutions de I’équation. |

3.2.4 La division polynomiale

Cette méthode de factorisation s’applique a des polyndémes dont une racine
est déja connue. Soient p un polynoéme de degré n et a € R tel que p(a) = 0.
Il est possible de simplifier la factorisation en remarquant que

p(z) = (z = a)q(z),

ou q est un polynome de degré n — 1. La factorisation de p devient alors un
probleme de factorisation de ¢, qui est en général plus simple a résoudre.

Exemple 30 (D1viSION POLYNOMIALE) Factoriser en utilisant a.
1. a® =2 —dx+4,a=1; 3.3 -2 —x—-2,a=2;

2. 244234622 +42+1,a = —1; 4. 2t + 523 — 622, a = 1.
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Solution:

1. Il faut vérifier si @ = 1 est bien une racine du polynéme. Mais
P12 -4(1)+4=1-1-4+4=0,
alors x — 1 est un facteur. Effectuons la division polynomiale

(2% — 2% — 4z +4) ~ (z - 1).

x? -4

w—l) 2 — 2% —dx +4
— 3 + 22

—4x+4

4o — 4

0

Ainsi,
2?2t —drta=(z-1)2*—4) =(z—1)(z—2)(z+2)

est la factorisation recherchée.

2. 1l faut vérifier si a = —1 est bien une racine du polynéme. Mais
(D P+ 4(-1)3 +6(-1)2 +4(-1)+1=1-44+6—-4+1=0,
alors 4+ 1 est un facteur. Effectuons la division polynomiale
(x4 423 + 62° + 4z + 1) = (z + 1).

22 +322+3x+1
ac—i—l) 24+ 622+ 4+ 1

_pd g3
323 + 622
— 323 — 322
322 + 4z
— 32?2 — 3z
z+1
—xz—1

0
Ainsi,
ot 423 462° +4r+1 = (2+1) (23 +32° +324+1) = (z+ 1) (z+1)® = (z+1)*

est la factorisation recherchée.
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3. Il faut vérifier si a = 2 est bien une racine du polynéme. Mais
22 —(2?-2-2=8-4-2-2=0,
alors x — 2 est un facteur. Effectuons la division polynomiale

(2 —2® —2—2)+ (z—2).

2 +x+1
9372) 2 -z —x—2
— 23 4 222
2 —x
— 2%+ 2z
T —2
—x+2
0

Ainsi,
P —2=(z -2 (2> +x+1)
est la factorisation recherchée.

4. 11 faut vérifier si @ = 1 est bien une racine du polynéme. Mais
(D451 -6(1)2=14+5-6=0,
alors £ — 1 est un facteur. Effectuons la division polynomiale
(z* + 52 — 62°) + (x — 1).

23 + 622

:U—l) z* + 523 — 622
—zt 423

623 — 622

— 623 + 622

0

Ainsi,
gt + 523 — 627 = (x — 1)(2 + 62%) = (z — 1)z*(x +6)

est la factorisation recherchée. [ |
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3.2.5 La méthode-mystere

Cette méthode de factorisation ne s’applique pas a tous les polynomes. Soient
a et b des nombres réels et p le polynome de degré 2 en x défini par p(x) =
22 + ax + b. Nous aimerions factoriser p de la facon suivante :

P +ax+b=(r+c)(r+d).

Comment trouve-t-on ¢ et d? En faisant ’expansion du membre de droite,
nous obtenons

P +ar+b = (z+c)(z+d)

= 2?+cx+dr+cd
= 2+ (c+d)z + cd.

Ainsi, puisque le membre de droite est égal au membre de gauche nous devons
avoir c+d =a et cd = b.

Exemple 31 (METHODE-MYSTERE) Factoriser les polynomes en utilisant la méthode-
mystere.

1. 22+ 72+ 6; 3. 22 +x—12;
2. 2% + 722 + 62 4. z? + 14z + 33.
Solution:

1. Puisque a = 7 et b = 6, il faut résoudre le systeme c+d = 7 et cd = 6. La
seule possibilité est ¢ = 6 et d = 1. Ainsi

24T +6=(x+c)(z+d) =(x+6)(z+1)

est la factorisation recherchée.

2. Commencons par constater que z3 + 722 + 6z = x(2? + 7Tz + 6). II faut donc
factoriser z2 4+ 7x + 6, ce qui a déja été fait. Ainsi

23+ 72 + 62 = x(x +6)(z + 1)

est la factorisation recherchée.

3. Puisque a =1 et b = —12, il faut résoudre le systeme c+d =1 et cd = —12.
La seule possibilité est ¢ = 4 et d = —3. Ainsi

e —12=(z+c)(z+d) = (x+4)(z—3)
est la factorisation recherchée.

14. Ouc=1let d=6.
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4. Puisque a = 14 et b = 33, il faut résoudre le systeme ¢+ d = 14 et e¢d = 33.
La seule possibilité est ¢ = 3 et d = 11. Ainsi

2 4142433 = (z+c)(z +d) = (z + 3)(z + 11)

est la factorisation recherchée.

Exercices 3.2

(1-16) Factoriser les polynémes suivants en
utilisant n’importe laquelle des méthodes
étudiées.

1. z2.

22— 2.
22+ 4z + 4.
3+ 1.

Wl —1.

I3 —312+30—1.
14 — 1573 4+ 7572 — 1257
224 z—2.

xz* — 822 + 16.
2 + 2z — 1.
.22 +4x —12.
S

C 2?4z — 1.
oyt —Ty? + 12
.2t + 522 +5.
L2

© PN oA WD

e e e e e

’ (17-20) Résoudre les équations suivantes.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

2% =0.

22 —-2=0.

22442 4+4=0.

> +1=0.
Wwi—1=0.
IP—-3124+3l-1=0.
74 — 1573 + 7572 — 1257 = 0.
224 2-2=0.

zt —82% +16 = 0.
22 4+2x—-1=0.

22 +4x —12=0.
224 24+1=0.

22 +42—-1=0.

yt —Ty? +12=0.
2t + 522 +5=0.
2 +1=0.
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3.3 Exercices supplémentaires

1.

Trouver la plus petite valeur de M
pour laquelle ‘ ’ < M pour tout

zr €] —1,2]

1
x+4

. Selon un fabricant d’espadrilles, le

nombre de paires de chaussures défec-
tueuses mises en vente varie entre 1.7
et 2.6 % du nombre total de chaus-
sures vendues en 1 an. En moyenne,
30 % des paires défectueuses sont re-
tournées au fabricant pour un rem-
boursement. Si le prix de vente
moyen d’une paire est 75$, calcu-
ler 'intervalle de remboursement que
le fabricant s’attend & verser par
tranche de 5000 paires vendues.

Les chaussures de la question
précédente sont fabriquées par de
jeunes enfants indonésiens dont le
salaire est 0.01$ par heure. Si en
moyenne un de ces enfants travaille
11 heures par jour, apres combien
de jours de travail pourrait-il (hy-
pothétiquement) se procurer une
paire de ces chaussures de course ?

’ (4-9) Résoudre les inégalités suivantes. ‘

10.

© © N> ot

(x=3)(xz+2)>0.
z(x—1)2<0.

r? < 1.

23 — 2% — 62 > 0.
2?(x —1)? <0.

r? < —1.

Le propriétaire d’une tour a apparte-
ments loue (en moyenne) chacun de

ses 60 appartements pour la somme
de 480%. Il sait que s’il augmente
le loyer par tranche de 20$, il perd
en moyenne 2 locataires. Que devrait
étre le loyer moyen d’un de ces ap-
partments s’il désire faire des revenus
mensuels de 29120 $7?

11. Le propriétaire d’une tour a apparte-
ments loue (en moyenne) chacun de
ses 120 appartements pour la somme
de 5008. 1l sait que s’il augmente
le loyer par tranche de 25$, il perd
en moyenne 3 locataires. Que devrait
étre le loyer moyen d’un de ces ap-
partments s’il désire faire des revenus

mensuels de 84000 $?

12. Démontrer la validité de la formule
quadratique en complétant le carré
dans Iéquation az? + bz + ¢ = 0,
a # 0.

13. Reprendre les données de l'exemple
17.4. Quelle somme devra-t-elle em-

prunter pour préserver un coefficient
de liquidité de % ?

(14-17) Soit h = —4.9t2+29.4¢+1.5. la po-
sition en metres d’une enclume au dessus
du sol a l'instant ¢.

14. Trouver les instants auxquels 1’en-
clume se retrouve & 1.5 m du sol.

15. Trouver les instants auxquels l’en-
clume se retrouve a 40 m du sol.

16. Trouver les instants auxquels l’en-
clume se retrouve a 35 m du sol.

17. Trouver les instants auxquels l’en-
clume repose sur le sol.




— Avec une solution générale, on peut faire face & tous les cas particuliers d’un
probleme. Voyez-vous, un mathématicien, c’est celui qui peut remplir non seulement
un verre de whisky, mais tous les verres.

Et il vida le sien d’un trait.
— Ou alors, c’est que la chose est impossible, ajouta-t-il en regardant pensivement le

fond du verre.

— JACQUES BORDIER, ET AL.

Extrait de Rencontres avec Pascal C.






Chapitre 4

Les fonctions et les limites

En principe, étant donnée une fonction dont 1’équation est y = f(x), on peut
trouver la pente de la droite tangente au graphe au point P(a, f(a)) sur la
courbe en calculant

i Jla+ A7) — f(@)
Az—0 Ax

Y

comme nous l'avons vu au premier chapitre. Il est donc impératif de bien
comprendre les concepts de fonction et de limite, puisque c’est sur eux que
repose le calcul différentiel. L’approche que nous utiliserons est intuitive. !

4.1 La notion de fonction

A toute fin pratique, une fonction est une regle ou une loi expliquant la
dépendance d'une quantité sur une ou plusieurs autres quantités. Une fonc-
tion consiste en trois choses :

— l’ensemble de départ de la fonction,

— l’ensemble d’arrivée de la fonction, et

— la regle reliant ces deux ensembles.

Il est bon de visualiser une fonction comme une boite qui transforme, avec
une fente d’entrée et une fente de sortie. Le domaine de la fonction est
ainsi ’ensemble de toutes les choses qu’il est possible de transformer avec la
boite, I'image de la fonction est I'ensemble de tous les résultats possibles,

1. En fait, il existe au moins trois approches formelles : celles de I'analyse, de I'analyse
non-standard et des infinitésimaux.

87
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f

i\

FIGURE 4.1 — Représentation d’une fonction.

et la regle est la boite elle-méme, ou tout du moins le méchanisme a l'intérieur
qui effectue la transformation. De plus, notre boite doit étre completement
déterministe, c’est-a-dire que si le méme élément du domaine passe par la
boite deux fois, le résultat sera le méme.

La notation f : A — B est utilisée pour indiquer que le nom de la
fonction est f, que son domaine Dy C A et que son image Iy C B. Lorsqu’il
est possible de spécifier la regle qui relie le domaine et I'image de la fonction,
nous écrivons y = f(x), ovy € Iy et x € Dy.

Exemple 32 (FONCTIONS, DOMAINES ET IMAGES)

1. Considérons tous les énoncés dont il est possible de déterminer la véracité.
Appellons cet ensemble P, et f la fonction déterminant la véracité d’un
énoncé. ? Ainsi, f : P — {V,F} est une fonction dont le domaine est P et
I'image est {V, F}. Par exemple,

f(les Sénateurs d’Ottawa jouaient au centre Corel en 2002) =V,

f(un étre humain peut survivre dans le vide) = F,

2. Ceci est bien une fonction, puisque un énoncé qui est vrai demeure toujours vrai, et
un énoncé qui est faux toujours faux. Un instant! nous direz-vous. Que faites-vous d’un
énoncé comme <«il fait froid dehors> ? Cet énoncé sera probablement vrai en hiver et faux
en été. Alors, p’tites-tétes 7! 7 Admettez que vous vous étes gourrés! Et donnez-nous un
A+ dans ce cours, tant que vous y étes!

Et nous répondrons que malgré les efforts que vous avez déployés afin de nous faire
comprendre que nous naviguions dans un sombre ramassis de mensonges tous aussi viru-
lents que nauséabonds, nous avons bien raison cette fois. En effet, I’énoncé <«il fait froid
dehors> est un abbréviation de I’énoncé «il fait froid dehors en une telle date, a une telle
heure et en une telle location>, ce qui n’est pas du tout la méme chose. Mais ne laissez-
pas cet échec vous décourager. Le scepticisme, tourours le scepticisme! Les professeurs
commettent des bévues : ne les croyez pas sur parole.
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mais f(il y a de la vie ailleurs dans le cosmos) n’est pas défini puisque I’énoncé
ne fait pas partie de P. De plus, Dy =P et Iy = {V,F}.

2. Considérons la fonction g : E — V ou E représente ’ensemble des gens dans
cette salle de classe, V' I’ensemble des villes et villages de la plancte et g la
regle qui assigne a chaque personne ’endroit ou elle est née. Par exemple,
g(Patrick Boily) = Matane, g(Robert Hart) = Gotham City et

g(un étudiant acadien dans le cours) = un village quelque part en Acadie,

mais g(Jimmy Carter), g(Ginger Spice) et g(Pol Pot) ne sont pas définis
puisque ces trois individus ne sont pas dans le domaine de la fonction.?
De plus, Dy = E et Iy = {ville ot une personne dans la salle est née} # V,
puisqu’il y a beaucoup plus de villes sur la planete que d’individus dans la
salle. 4

3. Considérons f : N — R définie par f(n) = % C’est une fonction puisque f(n)

ne prend qu’une seule valeur pour un n quelconque. De plus, Dy = N* # N
et Ip={1,1,1 .} #R.

RIS
4. Soit h : R — R la fonction définie par h(z) = z2. Alors Dy, = Ret I}, = [0, 00|
puisque A(z) > 0 pour tout x € Dj,. [ |

En général, les fonctions intéressantes en calcul sont les fonctions dont 1’en-
semble de départ et I’ensemble d’arrivée sont tous deux R. A partir de main-
tenant, et a moins d’avis contraire, lorsque nous écrirons

soit la fonction définie par f(x) =---,
cela voudra dire
soit la fonction f: R — R définie par f(z)=---.

4.1.1 Les graphes de fonctions familieres

Un graphique permet d’extraire de l'information pertinente au sujet d’une
relation, ® mais il ne faut pas confondre le graphique avec la fonction. Ce sont
deux concepts différents.

3. Ils sont tout de méme nés quelque part, mais puisqu’ils ne sont pas dans le domaine
de la fonction, cela ne nous intéresse pas. Il faut en plus qu’il n’y a pas d’extra-terrestre
dans la salle, sinon la fonction n’est pas bien définie.

4. 11 serait surprenant d’apprendre que quelqu’un ici est né a Vallée-Jonction, par
exemple. Si c’est le cas, nos excuses.

5. Par exemple, si une droite verticale quelconque intersecte la courbe en plus d’un
endroit, cette derniere n’est alors pas représentative d’une fonction.
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FIGURE 4.2 — Graphique de la fonction constante f(z) =k, k > 0.

Le graphique de la fonction f : R — R est la courbe y = f(x) dans le
plan formé par l'axe des x et I’axe des y. Les zéros de la fonction sont les
valeurs de x ou la courbe intersecte I’axe des z, 'ordonnée a 1’origine est
la valeur y oti la courbe intersecte I'axe des y.¢ Ces ensembles sont dénotés
Z¢ et Oy, respectivement.

Voici les graphiques de quelques fonctions f : R — R bien connues.

Fonctions constantes - La fonction constante est définie par f(x) = k
pour tout x € R, ou k£ € R est une constante fixe. Alors

g sik#0
7, — O, ={k}, D;=R, I,={k}.
! {R G k=0 r=1{k} f s =1k}

Son graphique est présenté a la figure 4.2.

Exemple 33 (FONCTIONS CONSTANTES)

1. Le groupe de musique les zombies de l’appocalypse de juin 1972 décide
de vendre les billets de son prochain spectacle au prix de 3% chacun
(croyez-nous, ce n’est pas une aubaine...). La fonction f : [0,00[— R

6. Il se peut qu’il y ait ni zéros ni ordonnée.



4.1 LA NOTION DE FONCTION 91

S |

AN

y=mx—+b

FIGURE 4.3 — Graphique de la fonction affine f(x) = mxz + b, m < 0.

qui représente le cotit d’un billet en fonction de I'age de I'acheteur est
la fonction constante définie par f(z) = 3 pour tout age = > 0.

2. La fonction définie par

(@) 1799827  si x # —162553
€Tr) =
1799827.1 sixz = —162553
n’est pas constante puisque son image contient deux nombres. |

Fonctions affines - La fonction affine 7 est définie par f(x) = mx +b pour
tout x € R, ou m,b € R et m # 0. Alors

Zf = {_%}7 Of = {b}’ Df :Ra [f =R.

Son graphique est présenté a la figure 4.3.

Exemple 34 (FONCTIONS AFFINES)

1. Une compagnie vend des bicyclettes. Une étude de marché montre que
la compagnie peut vendre 405 bicyclettes au prix de 350 $ 1'unité et
225 bicyclettes au prix de 600 $ 'unité. Soit ¢ le nombre de bicyclettes

7. Communément appellée fonction linéaire.
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vendues et p le prix de vente d’une bicyclette. Si ¢ est une fonction
affine de p, déterminer 1’équation qui définit cette fonction.

Solution: Par hypotheése, ¢ = mp+ b, ou il faut déterminer m et b. La
pente m est obtenue par

&_ @—q _225-405 18
Ap  py—p1  600—350 25

Ainsi, ¢ = —28p + b. De plus, 225 = —18(600) + b, d'ott b = 657.
L’équation recherchée est alors ¢ = —s2p + 657.

. Le point mort ou seuil de rentabilité d’une compagnie qui produit

x articles est le nombres d’articles & produire pour faire un profit nul,
c’est-a-dire le nombre d’articles a produire pour que les couts de pro-
duction soient égaux aux revenus de vente. Si le colit de production
de z milliers d’articles est C'(z) = 250z + 700 et le revenu de la vente
de z milliers d’articles est R(z) = 300x, déterminer la fonction profit
définie par P(x) et trouver le point mort.

Solution: Puisque P(z) = R(z) — C(z), nous obtenons
P(z) = 300x — (250x 4 700) = 50z — 700.

C’est I’équation de la fonction affine dont la pente est 50 et dont 'or-
donnée a l'origine est —700. Le point mort est la racine de la fonction
P, c’est-a-dire

b —700
T 50 ’
I’entreprise devient rentable lorsque = > 14.

. Une confiserie produit des bonbons au cotit de 0.15% I'unité. Le cotit de

base de production hebdomadaire est 2502$. Si le prix de vente d’un
bonbon est 0.30$, déterminer le nombre de bonbons que la confiserie
doit vendre chaque semaine pour atteindre le seuil de rentabilité.

Solution: Si la confiserie vend x bonbons par semaine, son profit sera
alors de

P(z) = R(z) — C(z) = 0.30z — (2502 + 0.15z) = 0.152 — 25028.

Le seuil de rentabilité est atteint lorsque P(z) = 0.15x — 2502 = 0,
c’est-a-dire lorsque z = 16680 bonbons sont vendus par semaine. H
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y=ax?+bxr+c

FIGURE 4.4 — Graphique dune fonction quadratique f(z) = ax? + bx + ¢, satis-
faisant a < 0, b > 0, ¢ > 0, b*> — 4ac > 0.

Fonctions quadratiques - La fonction quadratique (ou parabolique) est

définie par f(x) = ax®+ bz +c pour tout z € R, ot a,b,c € Ret a # 0.
Alors

{—b-i-\/lm
2a ’

" 2a

%} si b2 —4ac< 0

—b— VQZQ_"‘“C} si b2 —dac >0

et
—£+c,oo[ sia>0

_oo,—%—l—c} sia<0
Son graphique est présenté a la figure 4.4.

Exemple 35 (FONCTIONS QUADRATIQUES)® La propriétaire d’une tour &
appartements loue (en moyenne) chacun de ses 150 appartements pour la
somme de 605$. Elle sait que si elle augmente le loyer par tranche de 308$,
elle perd en moyenne 2 locataires. Que devrait étre le loyer moyen d’un de
ces appartments si elle désire faire des revenus mensuels de 100000 $ ?

8. Cet exemple provient de [9].
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Solution: Supposons qu’elle décide d’augmenter le loyer de x tranches de
30 $. Ainsi, le loyer mensuel devient 605 + 30x. Mais elle perd 2 locataires
pour chacun de ces x tranches; elle a donc 150 — 2x locataires. Ses revenus
mensuels sont ainsi

(605 + 30x)(150 — 2z) = —6022 + 3290z + 90750.

Afin d’obtenir des revenus mensuels de 100000, elle doit donc résoudre
I’équation
—6022 4 3290z + 90750 = 100000.

En réarrangeant les termes, ceci revient a résoudre
—6022 + 32902 — 9250 = 0.

Puisque b®>—4ac = 32902—4(—9250)(—60) = 8604100 > 0, I’équation possede
deux racines, obtenues a ’aide de la formule quadratique :

. 329 — /86041 ~297 e . 329 + V86041 ~ 51.86,
12 12
c’est-a-dire que les augmentations devraient étre de 2.97(30) = 89.10 ou
51.86(30) = 1555.80, pour un total approximatif de 6953 ou 21658$. [ |

Fonction valeur absolue - La fonction valeur absolue est la fonction
définie par f(z) = |z| pour tout z € R. Alors

Zf = {0}7 Of = {0}7 Df =R, If = [0,00[

Son graphique est présenté a la figure 4.5.

Fonction racine carré - La fonction racine carrée, ou tout simplement
racine, est définie par f(x) = \/x pour tout z € R. Alors

Zf = {0}7 Of = {0}7 Df = [0700[7 If = [0,00[
Son graphique est présenté a la figure 4.6.
Etant donné une fonction f R — R, il nous est possible de contstruire un

nombre infini de fonctions qui lui sont apparentées. Soient A, B,C, D € R.
Soit g : R — R la fonction définie par

g(x) = Af(B(x — C)) + D.

Le graphique de g s’obtient aisément a partir du graphique de f en effectuant
les transformations suivantes :
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Y _
y = |z|
-1 0 1 x

FIGURE 4.5 — Graphique de la fonction valeur absolue f(x) = |z|.

1. étirement vertical & partir de 'axe des z selon un facteur de A ;°

2. étirement horizontal & partir de I'axe des y selon un facteur de 4 ; *°
3. translation verticale de D ;!!
4.

translation horizontale de C'. 2

Exemple 36 (FAMILLES DE FONCTIONS) Tracer les graphiques des fonctions définies
par les équations suivantes.
1. y=3lx+2| —4; 3. y=—-222+3zx+1;

2. y=+V2xr—-2+1, 4. y=+1—z—1.
Solution: Les graphiques sont présentés a la figure 4.7.
1. Ré-écrivons 3|z + 2| — 4 = 3|z — (—2)| + (—4). Si f(z) = |z], alors
y=3f(z—(=2))+(-4),

c’est-a-dire que le graphique recherché est obtenu de celui de f(x) = |z| en
effectuant un étirement vertical de facteur 3, une translation horizontale de
—2 et une translation verticale de —4.

9. Il faut auparavant effectuer une réflexion selon ’axe des = si A < 0.
10. Il faut auparavant effectuer une réflexion selon 'axe des y si B < 0.
11. Vers le haut si D > 0, vers le bas autrement.

12. Vers la droite C' > 0, vers la gauche autrement.
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FIGURE 4.6 — Graphique de la fonction racine carrée f(x) = /.

2. Ré-écrivons v2x —2+1=/2(x — 1)+ 1. Si f(x) = /x, alors

y=f@2x-1))+1,

c’est-a-dire que le graphique recherché est obtenu de celui de f(z) = v/x en
effectuant un étirement horizontal de facteur %, une translation horizontale
de 1 et une translation verticale de 1.

. Ré-bcrivons —22% + 3z + 1= —2(z — 3)? + L. Si f(z) = 2?, alors

3 17
:—2 — — _—
Y f<:c 4>+8’

c’est-a-dire que le graphique recherché est obtenu de celui de f(z) = =
en effectuant une réflexion par rapport a l’axe des x, puis en effectuant
un étirement vertical de facteur 2, une translation horizontale de % et une
translation verticale de 1@7.

2

. Ré-écrivons V1 —x —1=+/—1(x — 1) + (—1). Si f(z) = /x, alors

y=f(=1(z=1)+(=1),

c’est-a-dire que le graphique recherché est obtenu de celui de f(x) = /x
en effectuant une réflexion par rapport a ’axe des y, puis en effectuant une
translation horizontale de 1 et une translation verticale de —1. |
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y =3z +2| -4

y=—2x%+3z+1

FIGURE 4.7 — Graphiques de fonctions (exemple 36).

4.1.2 La composition de fonctions

Soit P '’ensemble de tous les pays de la planete. Considérons la fonction ¢
de 'exemple 32.2 et la fonction f: V — P qui assigne a chaque ville le pays
dans lequel elle se situe. Afin de déterminer le pays dans lequel une personne
dans la salle de classe est née, il faut suivre le cheminement présenté a la
figure 4.8.

L’étape intermédiaire (la ville, ou y) pourrait étre cachée, sans pour au-
tant changer le résultat (le pays, ou z), comme nous le voyons a la figure 4.9.

En fin de compte, nous nous retrouvons avec une fonction h : £ — P,
définie par la boite présentée a la figure 4.10, qui effectue exactement la méme
transformation que la succession des fonctions g et f, c’est-a-dire que

h(Patrick Boily) = Canada et f(g(Patrick Boily)) = f(Matane) = Canada.

La composition de g: A — Bet f: B — C est la fonction h: A — C
obtenue en éliminant les valeurs intermédiaires. Elle est dénotée par f o g,
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g f
LAY

FIGURE 4.8 — Composition des fonctions g et f.

Patrick Boily [Matane ]

Vi
g f

[\ ][

FIGURE 4.9 — Composition des fonctions g et f.

et définie par (f o g)(z) = f(g(x)) pour tout z € A. Il faut noter que cette
définition n’a de sens que lorsque I, C Dy.

Exemple 37 (COMPOSITION DE FONCTIONS)

1. Dans ce qui précede, la composition fog : E — P est bien définie, et
elle assigne a chaque personne dans la salle de classe le pays ou elle est née.
Cependant, la composition go f n’est pas définie. En effet, Iy est un ensemble
de pays et D, est un ensemble de personnes. Puisqu’aucun pays n’est une
personne, I'inclusion Iy C Dy n’est pas satisfaite. 13

13. La fonction f ne s’applique qu’a des villes et la fonction g qu’a des personnes. Ainsi

(g o f)(Matane) = g(f(Matane)) = g(Canada) =?
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Patrick Boily

\i/

[+

Canada

FIGURE 4.10 — La fonction h.

2. Soit g, f : R — R des fonctions telles que g(z) = 17z + 2% et f(z) = 322 +2.
Soient h =go f et k= fog. Calculer

(a) f(38); (c) k(2); (e) hz)+k(z); () k(y);
(b) 9(2); (d) n(=2); (f) hg(2)); (h) h(z).
Solution:

(a) f(38) =3(38)2 + 2 = 4334.

(b) 9(2) =17(2) + (2)* = 38.

(c) k(2) = (fog)(2) = f(9(2)) = f(38) = 4334.

(d) h(—=2) = g(f(—2)) = g(3(—2)% +2) = g(14) = 17(14) + (14)* = 434.
)

2
h(z) +k(z) = g(f(x)+ flg(x)) = g(3x% +2) + fF(1Tx +2?) = (17(3362 +2) + (322 + 2)2) +
(3(17z 4+ 22)2 + 2) = 122* + 10223 + 93022 + 40.
(9(2)) = h(38) = g(f(38)) = g(4334) = 17(4334) + (4334)? = 18857234.
(2) k() = flgw) = F(1Ty +y?) = 3(1Ty 4+ y*)* + 2 = 3y* + 102> 4 867y> + 2.
(2) +

=9(f(2)) =g(3224+2) =17(322 +2) + (322 +2)?2 = 92* + 6322+ 33. A

~

4.1.3 L’inverse d’une fonction

Soit f : A — B une fonction. Elle est injective si elle envoie toute paire
d’éléments distincts de A sur une paire d’éléments distincts de B. Elle est
surjective s’il est possible d’atteindre tous les éléments de B a partir des
éléments de A. Si une fonction est a la fois injective et surjective, elle est
bijective.

14. De son domaine, en fait.
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Dans le cas d’une fonction f : R — R, ceci revient a dire que la fonction
est injective si toute droite horizontale ne coupe la courbe y = f(x) qu’en un
seul point, et qu’elle est sujective si toutes les hauteurs sont atteintes.

Exemple 38 (INJECTIVITE, SURJECTIVITE, BIJECTIVITE)

1. Soient A = {a,b,c} et B = {1,2,3} deux ensembles, et considérons les rela-
tions f1, fo, f3, f1 : A — B représentées par les graphiques suivants :

a 1 Ge——] a 1 a 1
b; 2 he—a2 b;§? b ~2
c//k Co—e3 ¢ 3 c:>ﬁ

Al A Pp A B.p 4 dup

Ainsi, fo et f3 sont bijectives, fi n’est ni injective ni surjective et fy n’est
pas une fonction.

2. Considérons g : R - R, h: [0,00[—= R, k: R — [0,00][ et f : [0, 00[— [0, o0],
toutes définies en prenant le carré des éléments de ’ensemble de départ.
Alors f est une fonction bijective, h est injective mais non surjective, k est
surjective mais non injective et g n’est ni injective ni surjective, comme il est
possible de le constater en étudiant les graphiques représentatifs présentés a
la figure 4.11. |

Lorsqu’une fonction f : A — B est injective, la réflexion de son graphique
par rapport a la droite y = x est aussi le graphique d'une fonction : c’est
celui de f~' : B — A, l'inverse de f ou la réciproque de f.'® Afin de
déterminer une expression pour f~!(z), il suffit d’interchanger y et z dans
'expression y = f(x).1°

Exemple 39 (FONCTIONS INVERSES) Trouver une expression pour f~!. Tracer
ensuite les graphiques de f et f1.

1. f:]0,00[— [0,00[, out f(z)=
2. f:R >R, ol f(z) =3z +4.

3. f:R—R,ou f(zx) = 222,

4. f:R— R, ou f(z) =2° + 2.

15. Dans le cas ou A et B sont des sous-ensembles de R, la courbe ainsi obtenue
représente effectivement une fonction : puisque f est injective, toute droite horizontale
ne rencontre son graphique qu’en un seul endroit. Aprés réflexion, les droites horizon-
tales deviennent des droites verticales, d’oll toute droite verticale ne rencontre la réflexion
obtenue qu’en un seul endroit.

16. Ce qui équivaut a une réflexion par rapport a la droite y = z.
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FIGURE 4.11 — Les graphiques des fonctions f, g, h et k (exemple 38).

Solution: Les graphiques sont présentés a la figure 4.12.

1. Puisque la fonction définie par f(x) = 2 est injective lorsque le domaine est
[0, 00, la fonction =1 : [0, 0o[— [0, oo[ existe. Puisque le graphique de f est
donné par y = f(x) = 22, le graphique de f~! est obtenu en interchangeant
x e~ 7, c’est & dire en isolant y dans Iéquation z = f(y) = y?. Ainsi, la
fonction =1 : [0, 00[— [0, c0[ définie par f~!(x) = \/z est I'inverse de f.

2. Puisque la fonction définie par f(z) = 3x+4 est bijective, elle est donc injec-
tive et la fonction f~!: R — R existe. Puisque le graphique de f est donné
par y = f(z) = 3x + 4, le graphique de f~! est obtenu en interchangeant
x e~ y, c'est & dire en isolant y dans 1'équation z = f(y) = 3y + 4, d’ou

r=3y+4
S3y=x—4
o zx—4
Y= 7

Ainsi, la fonction f~!: R — R définie par f~1(z) = %‘4 est I'inverse de f.
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y=3zx+4
J0 _ x4
. y="%5
T
y:x5+x
T=y"+y
x
y:

FIGURE 4.12 — Les graphiques de f et f~! (exemple 39).

3. Il n’est pas évident que la fonction définie par f(z) = ?)‘)iﬁ soit injective.

Supposons pour l'instant que la fonction f~! : R — R existe. 7 Puisque le

graphique de f est donné par y = f(x) = g;ﬁ, le graphique de f~! est

obtenu en interchangeant x «~ y, c’est & dire en isolant y dans ’équation
= f(y) =22 don

=
4y — 2
v 3y+1
S By+ 1)z = (4y — 2)
S8y —4dy=-2—=z
SLBr—4)y=—(z+2)
x4 2
T 3r—4
Ainsi, la fonction f~! : R — R définie par f~!(z) = — 3“;t24 est 'inverse de f.

17. S’il est possible de trouver I’expression définissant f ', nous aurons alors démontré
que l'inverse existe et que la fonction originale était injective.
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4. Cette fonction est injective (ce que nous ne pouvons pas montrer sans dif-
ficultés a I’heure actuelle), et son inverse existe. Cependant, il n’est pas
possible d’exprimer la fonction inverse de facon explicite. 1® Mais il est tout
de méme possible de tracer la courbe correspondant a la fonction inverse en
effectuant une réflexion a travers la droite y = x. |

Discussion Soit f une fonction inversible. Quelle est la fonction inverse de f~!?

Et qu’en est-il de la fonction fo f=1?

Exercices 4.1

1. Trouver une fonction non-numérique
19

dont le domaine est un singleton.

2. Trouver une fonction non-numérique

dont I'image est un singleton.

3. Trouver une fonction f : R — R dont

le domaine est un singleton.

4. Trouver une fonction g : R — R dont

I'image est un singleton.

’ (5-20) Résoudre les équations suivantes. ‘

5 k(z)=x+1.

6. k(x )=3x—1.

7. l(x) =

8. l(z) = 771'+3

9. f(z)=2%+3.

10. f(z) = —22 — 22 — 1.
1. g(z) = ().

12. g(z) = (1 —22)2.

13. h(z) = 4|1 — 22| + 1.
14. h(z) =2z +3| — 4.
15. j(z) = |2| + 2.

16. j(z) = —|3z| + 1.
17. m(z) = =z + 1.

18. m(z) =1 — 3.
19. n(z) =2z +3.
20. n(z) =32z —1-2.

(21-24) Soient g, f : R — R les fonctions
définies par g(z) = 2% et f(z) = 3z+1, et
h=gof, k= fog. Evaluer les expressions
suivantes.

21. k(38).
22. h(2).

23. k(2).
24. h(-2).

25. Une confiserie produit des bonbons
au colit de 0.17$ l'unité. Le cott
de base de production hebdoma-
daire est 40008. Si le prix de vente
d’un bonbon est 0.10$, déterminer le
nombre de bonbons que la confiserie
doit vendre chaque semaine pour at-
teindre le seuil de rentabilité.

(26-31) Déterminer la réciproque des fonc-
tions suivantes.

26. y =Tz +2. 29. y = 24
27, y = Y2 30. y=vatl
28. y = 3. 31 y=-1.

18. C’est exactement pour cette raison qu’il n’existe pas de formule algébrique pour

résoudre 1’équation quintique générale.

19. Un ensemble qui ne contient qu'un seul élément.
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2.9 1.8 3.1 2.2
299 | 1.98 | 3.01 | 2.02
2.999 | 1.998 | 3.001 | 2.002

T T
3 | 2 | 3 | 2

FIGURE 4.13 — Comportement de f(z) = 2z — 4 lorsque z se rapproche de 3.

4.2 Le concept de la limite

Considérons un instant la fonction f définie par f(x) = 2x — 4. Quel est le
comportement de la fonction lorsque z s’approche de 372° Cette question
sera dénotée par

lim f(z) = glcll%(Qx —4) =7

z—3

L’opérateur lim s’applique a la valeur f(x), lorsque x se rapproche de 3.

Nous attaquerons ce probleme, de fagon tres informelle, sous trois angles
différents.

Table : En choisissant des valeurs de x qui se rapprochent de 3, il est possible
(dans cet exemple particulier) de déceler un patron : les valeurs de f(z)
semblent se rapprocher de la valeur 2, sans jamais l’atteindre. On ne
peut pourtant pas encore conclure que

lim f(z) = 2.
En effet, nous n’avons étudié que deux suites de nombres dont la valeur
s’approche de 3,2 alors qu'il faut que le résultat tienne pour toutes les
suites s’approchant de 3. Il y a peut-étre une succéssion <bizarre > de
valeurs de x qui se rapproche de 3 mais pour lesquelles les valeurs de
f(z) correspondantes ne se rapprochent pas de 2.

20. Spécifiquement, que ce passe-t-il lorsque x se rapproche de 3 mais x # 3.
21. Une en provenance de la gauche, 'autre de la droite.
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Ya

y=2x—4

I
|
|
|
|
>
73‘ >

FIGURE 4.14 — La courbe y = 22 — 4.

Graphique : Puisque nous “connaissons” le graphique représentatif de cette
fonction, vérifions ce qui se passe lorsque = se rapproche de 3.

Ala figure 4.14, la hauteur du point correspondant semble bien s’ap-
procher de 2. Cette approche ne fonctionne cependant que lorsque le
graphique de la fonction est connu.

Continuité : Si z — 3, il semble vraisemblable que 2z — 2(3) = 6 d’ou
20 —4—6—4=2 lorsque x — 3,
c’est-a~dire que la limite de 2z — 4 lorsque x tend vers 3 est 2, ou

lim f(x) = 2.

z—3
Encore une fois, il devrait y avoir un petit doute dans votre esprit.
Est-il nécéssairement vrai que 2x — 2(3) lorsque z — 37

Dans les trois cas, nous obtenons que les valeurs de f(z) se rapprochent de
2 lorsque x se rapproche de 3. Lorsque c’est le cas, nous écrivons

lim f(x) = 2.

r—3

Mais rappellez-vous bien que nous n’avons pas réellement défini le concept
de limite, ni démontré le résultat recherché. 22

22. C’est le sujet du cours d’analyse réelle.
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0

FIGURE 4.15 — Graphique de la fonction f.

La valeur de la fonction en z = 3 est f(3) =2(3) —4 =2, d'ou

lim f(x) = f(3),
z—3
c’est-a-dire que f(x) — f(3) lorsque = — 3.

Le graphe de cette fonction est continu lorsque = = 3 puisque il traverse
le point (3, f(3)) = (3,2) sans atteindre de discontinuité (consulter la figure
4.14). Quelle est la morale de cette histoire ? Il aurait été bien plus simple de
calculer f(3) afin de trouver la limite recherchée! Le calcul de la limite d’une
fonction continue ?® est donc trés simple. Cependant, vous I'aurez deviné, la
situation se gache aisément.

4.2.1 La limite a droite et la limite a gauche

Considérons la fonction f définie par

(@) = {m2, sixz <0

1, six>0

Son graphique est présenté a la figure 4.15.

23. Nous définirons plus tard la continuité a ’aide du concept de la limite.
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Y Y

Ny
I
&h
&
5
/
1
Ned
I
s
&

a xz a x

FIGURE 4.16 — Limites a droite et & gauche de f lorsque z — a.

La valeur limite de f(x) lorsque x — 0 dépend de la direction par laquelle
nous nous rapprochons de 0.

Six>0etz— 0,alors f(x) — 1, comme vous pouvez le constater sur
le graphique. Dans ce cas, la limite de f(z) lorsque = tend vers 0 de la
droite est 1, ce que I'on dénote par

lim f(x)=1.
z—0t f( )

Cependant, si z < 0 et z — 0, alors f(z) — 0. Dans ce cas, la limite de
f(z) lorsque z tend vers 0 de la gauche est 0, ce que 'on dénote par

lim f(x)=0.

z—0~
La limite a droite et la limite & gauche de f(x) en x = 0 sont différentes; f(x)
ne tend pas vers une valeur unique lorsque x — 0. Dans ce cas, la limite de
f(z) lorsque = — 0 n’existe pas. Puisque les limites a droite et a gauche
ne sont pas égales, le graphique de la fonction possede une discontinuité en
x = 0.

Supposons que f soit une fonction quelconque et que ’on cherche a cal-
culer lim f(z), pour une valeur arbitraire a. Supposons de plus que

Tr—a

lim f(x)=1L; et lim f(z)= Lo.

r—a™t T—a~

Si Ly # Lo, alors lim f(x) n’existe pas. Si Ly = Lo, alors

T—a

lim f(z) = lim f(z) et lim f(z)= L= Lo.

z—a™t T—a~ T—a
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Exemple 40 (LIMITES A DROITE ET A GAUCHE)

1. Considérer la fonction f définie par

fz) =

22 —3z siz<-—1
r+5 siz>—-1

Est ce que lim f(z) existe?
rz——1

Solution: Essayons de répondre a la question sans se référer au graphique
de la fonction. Il faut calculer les limites & droite et a gauche lorsque x = —1
et vérifier si elles sont égales.

A droite : Supposons que 2 — —17. Alors > —1, d'ont f(z) = z + 5.
Donc

lim f(z)= lim (z+5)=-1+5=4.

z——11 r——11

A gauche : Supposons que z — —17. Alors z < —1, d’ott f(z) = 2 — 3a.
Donc

lim f(z)= lim (2° —3z) = (-1)> = 3(~1) = 4.
r——1" r——1+
Dans ce cas, lim1 f(x) = 4, puisque les limites a droite et a gauche sont
T—>—
toutes deux égales a 4.

2. Considérer la méme fonction f. Est ce que lin% f(x) existe?
r—r

Solution: Il faut cette fois calculer les limites a droite et a gauche lorsque
x = 2 et vérifier si elles sont égales.

A droite : Supposons que # — 2+, Alors 2 > 2 > —1, d’olt f(z) = 2 + 5.
Donc

lim f(z)= lim (x+5)=2+5=T.

z—2+ z—2+

A gauche : Supposons que x — 27 . Alors nous obtiendrons éventuellement
—1<z<2 dou f(z) =x+5. Donc

lim f(z)= lim (z+5)=24+5=T.

T2~ z—21

Ainsi lim f(z) = 7.
T—2
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3. Considérer la fonction g définie par

x? -3z, siz< -1
g(x) = : :
x4+ 4, siz>—1

Est ce que lim g(x) existe?
rz——1

Solution: Il faut calculer les limites a droite et a gauche lorsque x = —1 et

vérifier si elles sont égales.

A droite : Supposons que z — —17. Alors z > —1, d’olt g(z) = = + 4.
Donc

lim g(z)= lim (z+4)=-1+4=3.

z——17+ z——11

A gauche : Supposons que z — —17. Alors z < —1, d’on g(z) = 2% — 3.
Donc

lim g(z) = lim (2% —3z) = (-1)2 - 3(-1) = 4.

z——1— z——11

Dans ce cas, lim1 g(x) n’existe pas puisque les limites & gauche et a droite
T——

sont différentes. [ |

Dans I'exemple précédent, nous avons utilisé, de facon intuitive, la continuité
des fonctions définies par = + 5, x + 4 et 22 — 3x afin d’évaluer les limites.
Nous allons maintenant parler de continuité.

4.2.2 Les fonctions continues

Soient f : R — R et a € R. Lorsque f(a) est défini et lim f(z) = f(a),?
Tr—a

nous dirons de la fonction f qu’elle est continue en r = a. Autrement, f

est discontinue en z = a. Il y a trois possibilités.

1. Silim f(x) = f(a), la fonction f est continue en z = a;
T—ra

2. si lim f(z) = lim f(x)=lim f(z) # f(a), la limite lorsque = — a
r—a— z—at r—a

existe, mais f n’est pas continue en x = a, et

24. Ceci veut dire que la limite de f(z) lorsque © — a existe et qu’elle est égale & la
valeur de la fonction f en z = a.
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T

Y, U

\C / a

FIGURE 4.17 — Graphiques de fonctions continues en z = a.

&V

3. 81 lim f(x) # lim f(z), la limite n’existe pas lorsque z — a, donc la
T—a~ z—at
fonction n’est pas continue en x = a.

Si une fonction est continue en x = a pour tout a dans son domaine, nous
dirons simplement qu’elle est continue. Remarquons qu’il ne suffit pas que
la fonction soit définie en un point ou que sa limite existe a cet endroit pour
qu’elle y soit continue; il faut en plus que ces deux quantités soient égales.

Exemple 41 (CONTINUITE)
1. Les fonctions présentées a la figure 4.17 sont continues en = = a.

2. Les fonctions présentées a la figure 4.18 ne sont pas continues en z = a.
Dans le premier cas (en haut, a gauche), la limite existe et f est définie en a,
mais les deux valeurs ne sont pas égales; dans le second (en haut a droite)
et le quatrieme (en bas, a droite), les limites & gauche et & droite en a ne
sont pas égales, tandis que dans le troisitme (en bas, a gauche), la limite a
droite en a n’existe pas, c’est donc dire que la limite n’existe pas. |

De fagon intuitive, une fonction est continue si une balle qui se promene sur
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Y,

&‘

FIGURE 4.18 — Graphiques de fonctions discontinues en = = a.

le graphe de la fonction ne tombe jamais dans un trou, ou encore s’il est
possible de tracer son graphique sans lever le crayon.

4.2.3 Les propriétés des limites
Considérons la fonction f : R — R définie par f(x) = 522 + 3x. Lorsque
r— —1, 522 + 3z — 5(—1)*+ 3(—1) = 2, d’'ou

lim (527 + 3z) = 2.

z——1
La fonction f est la somme de deux fonctions g et h : g(z) = 522 et h(z) = 3.
Lorsque  — —1, 522 — 5(—1)> =5 et 3z — 3(—1) = —3. Alors

lim 52> =5 et lim 3z = —3,
rz——1 r——1

d’ou

lim (52 + 37) = lim_ 572 + lim 3 =5—3 =2.

z——1 T—— z——1
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Théoreme 2 Soient f et g des fonctions, k une constante, et n € N. Si
lim f(z) et lim g(x) existent, nous avons alors
r—a Tr—a

L lim (f(2) + g(2) = (lim /() + (lim g(x) )

T—ra

2. lim (f(2)g(x)) = (hmf< ) (tim g(x) ) :

Tr—a

)
4. lim (g(@;) hmxﬁa f(il?’ si lim g(x) # 0, et
). Si

z—a €T lim,_,, g( z—a
5. hm V)= = ¢/l hm f(x). Sinest pair, il faut avoir de plus lim f(x) > 0.
r—a

Les limites se comportent donc tres bien par rapport aux opérations élémentaires.
L’exemple qui suit illustre l'utilité du théoreme 2.

Exemple 42 (PROPRIETES DES LIMITES) Calculer les limites suivantes, si elles
existent :

1. lim 2", n € N; 5. lim () SV
e . lim ;
2. hf%(xg—mz—l—:r—i-?); i | 2241
z—
2
. ¥ +1 x—\/f
3.0 lim —— s N
12 4742 6. lm4/—5gra=l
2
e
L By T2 E 0

Solution: Nous nous servons du théoreme 2, lorsque ce dernier est utile.

1. 11 suffit de remarquer que 2" = 2" 'z. Ainsi

lim 2" = lim (2" 'x)
r—a r—a
th. 2.2| = <lim " 1) ( im .CE)
r—a r—a
= <lim " 1) a = lim (2" 2z)a
r—a $—)a
th. 2.2 = (lim " 2> (hm z) (hm z" 2) a’
r—a Tr—a Tr—a

= (lim x) a" ' =qaad" ! = a".
r—a

Sin =3 et a =13, par exemple, nous obtenons alors 1111113 3 =13% = 2197.
T—
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2. La premiere étape consiste a utiliser le théoreme 2.1 Ainsi

lim(z® =722 +z+2) = lim 23 — lim 722 + lim = + lim 2
r—2 r—2 r—2 r—2 x—2
th. 2.3| = lim2® — 7lim 2% + lim = + 2
r—2 r—2 r—2

= 2 -7(2)* +2+2=-16.

Alors limz(a:3 — T2+ x4+ 2) = —16.
z—

3. Afin de pouvoir utiliser le théoreme 2.4, il faut s’assurer que la limite du
dénominateur est non-nulle. Cependant,

lim (22 +2+2) = lim 2° + lim 24 lim 2= (=1)>+(=1)+2=0.

r——1 r——1 r——1 r——1

Il est donc impossible de déterminer la limite de cette facon. 2°

4. Afin de pouvoir utiliser le théoréme 2.4, il faut s’assurer que la limite du
dénominateur est non-nulle. De fait,

lim (2% + 2 4+ 2) = lim 2® + lim 2 4+ lim 2 = a® + a + 2 # 0.
T—ra r—a r—a

r—a
Ainsi
2 +1 limg o (2?2 + 1)

I -
503 Lo+ 2 limgoa(ad o +2)

selon le théoreme 2.4. Puisque

lim (2% 4+ 1) = lim 2% 4 lim 1 = a® 4 1,

r—a r—a Tr—a
. 2 +1 a?+1
nous obtenons alors lim = .
zmagd+2x+2 ad+a+2
2?2 +1 7?41 25

Si a =7, par exemple, nous obtenons ilﬁnr% o io = T3 = T76"

5. Afin de pouvoir utiliser le théoreme 2.5, il faut s’assurer que la limite du

5
terme sous la racine carrée n’est pas négative. Puisque lim1 (x2 +1)= 2 £ 0,
T3

25. En fait, la limite n’existe pas.
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nous pouvons utiliser le théoreme 2.4 pour montrer que

r—x  limg,p(z —/7)

lim =
:v—>% z?2 41 hmx—>1/2(x2+1)
_ hma:—>1/2x_hmgc—>1/2\/5E
5/4
_ 1/2—,/limx%1/23:
— 5/4
1/2—+/1/2
- LV
5/4
2(1 —+/2

La limite recherchée n’existe donc pas.

6. Afin de pouvoir utiliser le théoreme 2.5, il faut s’assurer que la limite du
terme sous la racine carrée n’est pas négative. Puisque lim (z? + 1) = a® + 1 # 0,
Tr—a

nous pouvons utiliser le théoreme 2.4 pour montrer que

r—+/x  limg . (z — T)

lim =
z—a 2 41 lim, (22 4+ 1)
o limg e @ — limg e /2
N a?+1
a—limg .
N a?+1
_a—+/a
a2 41
Lorsque a > 1, v/a < a. Donc a — /a > 0 et % > 0, puisque a2 +1>1
o x—\T a—+/a
our tout a. Ainsi 1 = .
pour tout a 1n1111>r(11\/x2+1 21
. T —/x 4—+/4 2
= 1 = = — .
Si a = 4, par exemple, nous obtenons 71«1311 o o T,

4.2.4 Les fonctions algébriques

L’exemple 42 démontre qu’en utilisant le théoreme 2 attentivement, il est
possible d’évaluer la limite lorsque z — a en effectuant tout simplement la
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substitution x = a, pour au moins trois types de fonctions : les fonctions
polynomiales, rationnelles et algébriques.
Une fonction rationnelle est une fonction de la forme

p
f:_7
q

ou p et ¢ sont des fonctions polynomiales. Une telle fonction est définie pour
toutes les valeurs de x pour lesquelles le dénominateur est non-nul.

Exemple 43 (FONCTIONS RATIONNELLES)

241 _ 28410000z —7
x3+3+2’ k(ZL‘) T z3—Tx?+z+20

g(z)=1et h(z) = x—lg sont des fonctions rationnelles. 26

1. Les fonctions j, k, g et h définies par j(z) =

2. Toute fonction polynomiale est une fonction rationnelle, mais il existe des
fonctions rationnelles qui ne sont pas des fonctions polynomiales.

3. La fonction définie a ’exemple 40.1 n’est pas une fonction rationnelle. W

Une fonction algébrique est une fonction qui est définie en combinant
des racines n—ieme et des fonctions rationnelles.

Exemple 44 (FONCTIONS ALGEBRIQUES)

1. Les fonctions m, z, g et ¢ définies par m(x) = %, z(x) = j%/fl y9(x) =1

27

et q(z) = /z sont des fonctions algébriques.

2. Toute fonction polynomiale est une fonction algébrique, mais il existe des
fonctions algébriques qui ne sont pas des fonctions polynomiales.

3. Toute fonction rationnelle est une fonction algébrique, mais il existe des
fonctions algébriques qui ne sont pas des fonctions rationnelles.

4. La fonction définie a ’exemple 40.1 n’est pas une fonction algébrique. M
Si f est une fonction algébrique (donc potentiellement un polynéme ou

une fonction rationnelle) et a une valeur ou f est définie, il est extrémement
facile de calculer la limite de f lorsque x — a :

lim f(2) = f(a).

Tr—ra

26. La fonction j est définie tant et aussi longtemps que 23 + = 4+ 2 # 0. La fonction k
est définie tant et aussi longtemps que x> — 722 4+ 2 + 2 # 0. La fonction g est définie pour
toute valeur de z. La fonction h est définie tant et aussi longtemps que x # 0.

27. La fonction m est définie tant et aussi longtemps que x > 1. La fonction z est définie
tant et aussi longtemps que x > 0. Les fonctions g et ¢ sont définies pour tout x.
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Par conséquent, une fonction algébrique est continue partout ou elle est

définie.

Si f(a) n’est pas définie, la fonction est automatiquement discontinue en
r = a, mais il se peut tout de méme que

lim f(x)

r—a

existe. Si tel est le cas, il doit y avoir un <trous dans le graphique de f
en x = a; si au contraire la limite n’existe pas, il se peut qu’il y ait une

asymptote verticale?®

a cet endroit. Nous en reparlerons au chapitre 6.

Exercices 4.2

(1-14) Evaluer les limites suivantes, si elles
existent.

1. lim (2% 4+ 322 +1).
r—3
18AtL + VAL
At+2
z 4 22
z— 22
4. 1i h)® —a®).
lim ((a+h)* —a?)
z? — 144
im —.
z—12 1+ 12
6. lim |y — 3|.
y—3

1m
At—0

3. lim
z——3

lim |a—5|.
a—5 e
24z

10. lim

11. lim (y? + 17y5'9)5/6.
y—1

12, lim 2%t @
a—=2y + 17a

13. lim l

14. lim

(15-18) Une confiserie produit des boites
de nougat. Supposer que le colt quoti-
dien de production de x boites soit donné
par C(x). Le coiit unitaire de produc-
tion de z articles, dénoté par Cy(x), est
défini selon C,(z) = ( ) lorsque z > 0.
Calculer et mterpreter hm Cy(x) pour
z—0t

les fonctions suivantes.

15. C(z) = 1022 + 25z.

16. C(z) = 2%/? + x.

17. C(z) = W.

18. C(z) = 1022 + 25z + 400.

(19-24) Déterminer si les fonctions sui-
vantes sont continues en x = a. Trouver
toutes les discontinuités.

3 + 2,
%+ /7,

T <2
x22'

19. a =3, f(m):{

28. Une droite verticale vers laquelle le graphique de la fonction se rapproche, sans

jamais 'atteindre.
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vor+2 w<—l 3v4+2, x<2
23. a=-1, f(x) = .
20@2—17f($>: 3 ‘T>*1 w2+\/§7 x> 92
2‘6 r=-—1 2 we 1
=y _ _ 4
2. a=0, fla) =4 12 =0 24 a=0, f(z)=q-3 —-1<z<0.
1723 x>0 VT x>0
] =<3
22.61:37 xr) = .
) {_I| o<

4.3 Les formes indéterminées

Considérons les fonctions f et g définies par

fay =T o gy = YIEEo VI

r— 2 T

La fonction f est rationnelle (elle n’est pas définie en x = 2), et g est une
fonction algébrique (qui n’est pas définie en x = 0). Quel est le comportement
de f lorsque x — 27 Celui de g lorsque z — 07 En essayant de calculer les
limites par substitution, nous obtenons

. 0 ) 0
lim f(z) =5 et limg(z)=7.

Cependant, ’expression % n’a aucun sens en mathématiques. Nous ne pou-

vons pas pour autant en conclure que la limite n’existe pas. Si elle existe,
nous ne pouvons pas la calculer par substitution, c’est tout.?* Si les limites

du numérateur et du dénominateur d’un quotient sont toutes deux 0 lorsque

29. <Un instant ! nous direz-vous. A I’exemple 10.1, vous nous avez dit que

2 +1
lim ————
z=—1133 + 2+ 2

n’existait pas. Pourtant, en effectuant la substitution x = —1, le résultat est

22 +1 2

im —m— = —.
zs-1x23+x+2 0

Ne pourrions-nous pas essayer de calculer la limite d’une autre fagcon 7> Quel juteux pa-
radoxe! L’expression 5 a un sens dans ce contexte : elle nous dit qu’en s’approchant de
:62+1
z34+x+2

—1, les valeurs de augmentent sans borne, et donc que la limite n’existe pas.
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x — a, nous disons de ce quotient qu’il est indéterminé de la forme %.
Par exemple f et g sont indéterminés de la forme 8 lorsque x — 2 et x — 0,
respectivement.

Que faire dans ce cas? Remarquons que

Vit —+V1—2
x

Vit r—yl-x )
T

_ <\/1—|—x—\/1—:1:) (\/1+$+\/1—x>
x Vi+tor+y/1—2
Vi+z—VI—2)(V1+z++V1—1)
r(V1+z++/1—2x)

g(z) =

B l+xz—(1—2)

- s(WVTF o+ V1 —2x)
2z

- r(vV1+x++/1—1x)
2

= , lorsque z # 0.
Vitz+/1—x b 7

Ainsi, lorsque x — 0, = # 0, d’ou

lim g(x) = I 2 2 21
m g(x) = lim = = _—=1.
o0 —“0\/I4+z+vV1I—2 V1+0+V1-0 2
De plus,
24 -2 2
fa) =2 _ (@ —2)(x + )=x+2,

r—2 r—2
lorsque x — 2 # 0. Lorsque z — 2, x — 2 # 0, d’ou

lim f(z) = }}1_)1%(1‘ +2)=4.

T—2
Il y a (au moins) quatre méthodes vous permettant de calculer la limite d'un
quotient indéterminé :
1. la factorisation, pour les fonctions rationnelles,

2. la rationalisation, pour les quotients qui contiennent une différence de
racines,
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3. l'utilisation des limites a droite et a gauche, pour les quotients qui
contiennent des valeurs absolues comme

x|z — 2|
r—2"

h(x) =

4. le changement de variables, dans les autres cas.

La premiere étape, lors de I'évaluation d’une limite de quotient, est de
vérifier si le quotient est indéterminé de la forme %. Si ce n’est pas le cas, il
faut y aller par substitution. Voici un sommaire expliquant comment évaluer
3161_1{(11 f(x) si f(x) est un quotient indéterminé de la forme 2, lorsque 2 — a.

Factorisation : Si f est une fonction rationnelle, essayez de factoriser le
numérateur et le dénominateur. Simplifiez I’expression, comme dans
I’exemple avec

ooat—4
lim ,
=2 I — 2

et calculez ensuite la limite par substitution.

Rationalisation : Si f est un quotient qui contient une différence de ra-
cines, multipliez le quotient au numérateur et au dénominateur par le
conjugué de la différence des racines.®® Simplifiez ’expression, comme
dans I'exemple avec

Vit —V1—x
lim

x—0 x

9

et calculez ensuite la limite par substitution.

Limites a gauche et a droite : Si f est un quotient qui contient des va-
leurs absolues, ré-écrivez la fonction avec ses restrictions. La limite
recherchée existe si et seulement si les limites a gauche et a droite sont
identiques. Dans l'affirmative, cette valeur est la limite recherchée.

Considérons la fonction

x|z — 2|

M) = x—2

30. Le conjugué d’une différence de racines est la somme des racines. Par exemple,

V1+ x4+ +/1—zestle conjugué de v1+x — /1 — .
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Lorsque # — 2, h(z) est un quotient indéterminé de la forme %. Ré-
écrivons la fonction sous la forme

z(x—2)

x|z — 2| 5, Six>2
z—2 20 sia <2
T, six > 2
= -, stz <2.

indéfinie si xz = 2

. L. Tl —2
Afin de vérifier si lim g
=2 I —

droite et a gauche. Mais

existe, il suffit d’évaluer les limites a

. x|lx—2 ) )
lim g = lim =2 et lim
=2+ T — 2 z—2+ z—2— T — 2 T—2—

la limite recherchée n’existe donc pas. 3!

Changement de variables : Comment s’y prendre pour calculer

DB —1
lim L
z—0 x

?

Ce quotient est bel et bien indéterminé de la forme 8 lorsque x — 0,
mais les trois premieres méthodes présentées ne permettent pas de cal-
culer la limite. Pour se débarasser du dénominateur, 32 il faut effectuer
un changement de variables. Posons u = (x4 1)'/3. Alors u® = 2 +1 et
x = u® —1. Lorsque z — 0, nous avons u®> — 1 — 0, c’est-a-dire v® — 1,
d’ott u — 1.3 Dans ce cas,

(z+1D)Y3—-1 wu-—1 u—1 1

x wd—1 (u—l)(u2+u+1):u?%—u%—l7
lorsque u — 1 # 0. Cependant

limu = lim(z + 1)2 = (04 1)/ =1,

u—1 x—0

31. Il est bon de noter que la limite d’un quotient indéterminé n’existe pas toujours...
comme c’est le cas dans cet exemple.

32. C’est-a-dire de la division par 0.

33. Remarquons que x # 0 et donc que u # 1.
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d’ou
(D1 1 1 1
lim —— = lim = =—.
20 x w—lul+u+1 124141 3
La limite recherchée est donc %
Les limites <intéressantes> du calcul différentiel sont presque toutes des
0

formes indéterminés §. En effet, lorsque nous caculons la pente de la droite
tangente, le taux d’accroissement ou la vitesse d’un objet, nous devons évaluer
une limite de la forme

i 1@+ A7) — fz)

Az—0 Az

En substituant Ax = 0, nous remarquons que le quotient différentiel est un

quotient indéterminé de la forme % lorsque Axz — 0. C’est pourquoi il est

impossible d’évaluer ces limites par substitution; nous devons utiliser une
des quatre méthodes précédentes.

Exercices 4.3

B —4
(1-12) Evaluer les limites suivantes, si elles 9. lim ——.
existent. W u; - 33 2 4ri 1o
_ s—6 10, lim 0T~
1. lim ———. z—=2 g3 — 222 —x+2
s—6 82 — 36 1/2
|Az| 11. lim Miil
2. lim ——. " 250 T '
Az—0 Az 1 1/4 1
3 lim (u? +1)|u — 5| 12. lim L
- m —u2 — 95 . x—0 xT
4. lim 9 . (13-18) Evaluer limp_ W dans
v=9 -3 les cas suivants.
5. lin%) 7"$+9_3. 13. f(x) =22 a=
r—r X
14. f(x)=+x,a=2
6 Vs2+1-1 /@) ;Ql
- lim . : 15. f(z) ===, a=1.
1-5—¢ 16. f(z)=a'3 a=1.
7. lim — Y27 Vs
t—d  t—4 17. f(z) =223 a=1
8. lim(vz —3)(x—9)" " 18. f(z) =|z],a =2
z—9
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4.4 Exercices supplémentaires

(1-6) Tracer le graphique des fonctions sui-
vantes.
1. y=+vx -7+ 3.

AR

y = 3|22 —3|.
y:f%x2+2.
y=—32+x+2.
y =3 —2x.

y = 3|3 —2z|.

(7-10) Soient g, f : R — R les fonctions
définies par g(z) = /z et f(z) =x+2, et
h=gof, k= fog. Evaluer les expressions
suivantes.

7.
8.
9.
10.

11.

12.

13.

k(38).
h(~2).
k(—2).

(2).

=

Une confiserie produit des bonbons
au coit de 0.128 l'unité. Le cotit
de base de production hebdoma-
daire est 2103$. Si le prix de vente
d’un bonbon est 0.25$, déterminer le
nombre de bonbons que la confiserie
doit vendre chaque semaine pour at-
teindre le seuil de rentabilité.

Déterminer la constante b qui rend la
fonction H continue en x = —1, ou

)1+,
) b,

Déterminer la constante £ qui rend la
fonction définie par

< —1

H(x) I

22, z2<2
R(z) = ¢ &3, z=2
—4z4+12, x> 2

continue en r = 2.

* 14

15.

. La population de poisson d’un lac va-
rie brusquement lorsqu’une compa-
gnie (pétroliere, peut-étre, hmmm ?)
malhonnéte profite du couvert de la
nuit pour y déverser des BPC. Sup-
poser que P(t) représente la popula-
tion de poisson dans le lac apres ¢
jours, et que le déversement a lieu
lorsque t = 10. Si

e |2
6000 (5% ) . t<10

t+1

1/3 :
1Ot2+17> ! t Z 10

3000 (
Les avocats de la compagnie sou-
tiennent que ’<accident > n’a pas
causé de dommages intensifs a
I’écosysteme du lac. Qu’en pensez-
vous ?

A la suite d’'un sordide scandale de
déversement de BPC dans un lac de
la région, une compagnie pétroliere
décide de diminuer ses prix de vente
afin de faire changer l'opinion pu-
blique. Les nouveaux prix sont in-
diqués a la figure 4.19. Trouver
les discontinuités de la fonction cotit
définie par C(z), ol z représente le
volume d’essence commandé.

’ (16-64) Consulter la figure 4.20.

16

17.
18.
19.
20.
21.
22.

. Trouver les discontinuités de f et g.
li .
lim  f(x).

r——3"

Tilr_r1:,)+ f(z).

wlirrjs fx).
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Volume de la commande en litres Prix par litres Frais fixes
Jusqu’a 100 0.42% 409
Jusqu’a 1000 0.40% 423
Au dela de 1000 0.38% 44%

FIGURE 4.19 — Donnés pour la question 4.4.15.

23. wl_i>1132f(x). 44. wl_i)n_13g(:v).
24. wilrﬁnli f(z). 45. xilrinr g(x).
25. ILHPH f(z). 46. x_l)lr_nﬁ g(x).
26. zlinjl f(z). 47. xl_i}rgg(x).
27. zl_ifél— f(z). 48. xilrinlig(x)
28. 1111& f(x). 49. J6_1)11_111+ g(x).
29. alcli%f(m) 50. Il_i}r_llg(:v).
30. zlinff f(z). 51. wlirél_ g(x).
31. zl;r{h I (). 52. wl_i)%l+ g(x).
32. }1_>m1 f(z). 53. alclg%)g(x)

33. xlggf f(z). 54. Ilifil g(x).
34. Ilirgh f(z). 55. mlngJr g(x).
35. il_%f(x) 56. il_)mlg(:r)

36. zlgglﬁ f(x). 57. JE?- g(x).
37. wlirgh f(x). 58. wllglJr g(x).
38. iig%f(x). 59. 11:1_>H129($>

39. zlirff— f(x). 60. mlgg{ g(x).
40. wLHQ* f(z). 61. mlggh g(x).
41. m_ljlgﬁg(m). 62. ill)%g(z)

42. lim _g(x). 63. tim g(x).
43. lim g(z). 64. lim g{x).
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y=f(z)
FIGURE 4.20 — Graphique des fonctions f et g.
% 65. Remplir la grille qui se retrouve a la page 125, a ’aide des indices fournis. Le chiffre

entre parentheses donne le nombre de chiffres apres la virgule dans la réponse, qui
est arrondie et inscrite dans la grille (un chiffre par case), sans la virgule Si la
réponse est négative, omettre le — Par exemple si I'indice est {3} £ + %, il faut

inscrire 0833 dans la grille puisque 2 + + = 2 ~0.833...; si I'indice est {2} 1-3,1l
faut inscrire 200 puisque 1 —3 = -2 = 72 OO
Horizontalement 27. {9} lim_~ Ga+e—9
z—17 x— 17
t—1)|1—t V2zxr+4—-2
01. {3} lim @=Di-# 32. {1} lim .
t—1 t2 —1 2530 x 1
 (s+4) —s¥da-2 Chm ET
06. {2} lim, (s+4) : ' 33. {2} 35014 - lim N
z2 -1 (s+1)1/3 —1
09. {3} L. Jim —— 34 {3} — 55 lim
10. Les bornes (en ordre croissant) du domaine 36. {2} 2L . I x5/2 — g1/2
de f(z) = v—22 + 10z — 21. 200 ] :c3/2 /2
3.5+ h)? —3.52 —u2— _
12. {0} 3- lim B5+h)7 =357 })l . 37. {2} lim (@ —w? 25:+255)|“ 5l
— — —
5 (1) i G920 R
U s -{}W'MELT-
V4 4—2
14, {1} 1212 lim Y2272
x—0 x
16. {0} & - w Verticalement
h~>0 h
\/ — 2
17. {2} 122 . lim prt9-3 0L. {2} L - lim r-2t-8
5 20 : 100 40 4
(3 + )3 — 27 22
19. {1} g 3 : 02. {2} hm -1
X 1 5\/*
21. {4} 441 . lim ﬂ (z+1)1/5 1
402 4o —12° 03. {1} lim — 2~
24. Bond, James Bond. z—0 T 6
o AR — 1 =
26. {1} 2, T 04. {3} 1000 I114)1’['12 - _2 .

(s+1)2/3 +2(s+1)1/3 -3
S

05. {4} lim
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FIGURE 4.21 — Grille pour la question 4.4.65.

07.

08.

11.

15.
18.

19.

20.

22.

723 1 2 /L 4 L
723 | —_4 . +
{2} o - Jiple” — e +3) 23. {3} lim ~122 12
{O} 259 | 53[73 +4 h—0 5 hlr L
5o 1M . —
R 25. {1} 1im17V++”f.
)7 -1 v x
(3} tim YFD 1 4z —16
y—0 Yy 28. {O} 36 - IL)H14 5 .
L. VBaFi-—4 T VE
{5} 75 - lim ———F——. _1
@=3  w—3 29. {3} —10- lim Y
{1} lim O. s—0 S
n—2332 261 u? —u—6
2 _9g_ 30. {3} —5= - 1 _—
{5} - lim SJF# {8} =35 ui}gi u8+2
s—— s 581 . 1 €L —
(5} 1001y, T =TE 4 3055 m, 5,y
1000 753 22 422 — 3 (x3 + 171;2/3)0 -1
 Vzt2-2 35 {1} lim ~—— "~/ "~
{3} lim ——. T—2 x
r—2 r—2
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Karma police, arrest this man
He talks in maths
He buzzes like a fridge

He’s like a detuned radio

— RADIOHEAD

Extrait de Karma Police.






Chapitre 5
La dérivée

Soit y = f(x) le graphe d’une fonction et P(a, f(a)) un point sur ce graphe.
Puisque

1. la pente de la droite tangente au graphique de y = f(z) au point
P(a, f(a));
2. le taux de variation de y par rapport a x lorsque x = a, et
3. la vitesse de l'objet se déplacant selon y au temps x en x = a
sont tous trois donnés par I'expression

i ot A~ f(@)

Az—0 Az

les trois concepts sont en fait identiques. Nous leur donnons le nom de

dérivée.

5.1 La définition de la dérivée

La dérivée de f par rapport a z, en x = a, est dénotée par f'(a) et est
obtenue en évaluant

ey — i T A0 = f(@)

Az—0 Al’ ’ <51)

si cette limite existe. !

1. Notez qu’elle ne peut étre évaluée par substitution puisque le quotient est
0

indéterminé de la forme 3.

131
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Exemple 45 (DERIVEES)

1. Quelle est la dérivée de f(x) =22 en oz = —37
Solution: D’apres (5.1), la dérivée de f(x) = 2% en x = —3 est
1 _ . f(_3+Am)_f(_3)
Fe3) =, Aa
_ 2 _ (_9)2
—  lim (=34 Az)* —(-3)
Az—0 Ax
. 9—-6Az+ (Az)?2 -9
= lim
Az—0 Ax
. Azx(—6+ Ax)
= lim
Az—0 Ax
= lim (—6+ Az) = —6
z—0

Ainsi f/(-3) = —6.
2. Quelle est la dérivée de f(z) =22 en x =27

2

Solution: D’apres (5.1), la dérivée de f(z) = 2° en x = 2 est

f2+Ax) - f2)

/ _ .
O
2 (9\2
— lim (2 + Ax) (2)
Az—0 Ax
. A+4Az + (Az)? -4
= lim
Az—0 Ax
. Az(4+ Ax)
= lim ——~
Az—0 Az
= lim (4+ Az) =4.
Az—0
Ainsi f/(2) = 4. [ |

Vous remarquerez dans l’exemple précédent que le processus pour calculer
f'(=3) et f'(2) est le méme. Pour cette raison, nous définissons la dérivée
de f par rapport a z par

fo) =t L A) ()

Az—0 Ax ’ (52)

si cette limite existe. 2

2. Quelle est la différence entre les notions (5.1) et (5.2) ? Dans le premier cas, nous
calculons la dérivée en un point particulier, c’est-a-dire que la réponse obtenue est un
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Ce que nous avons étudié jusqu’a présent peut donc étre reformulé en
termes de la dérivée : la pente m de la droite tangente au graphe de y = f(x)
au point (a, f(a)) est m = f’(a); la vitesse v d’un objet qui se déplace selon
s(t) lorsque t = to est v = §'(tg), et le taux de variation de la fonction
y = f(x) par rapport a = lorsque x = a est f'(a).

Exemple 46 (DERIVEES)

1. Calculer la dérivée par rapport a = de la fonction définie par f(z) = z2.

Solution: Ici, il suffit simplement de calculer f/(z), et d’utiliser a = .
Alors, par (5.1),

flz+ Ax) — f(x)

/ — 1
fly = Jm =5
(@t An? @)
Az—0 Ax
~ 1 22 + 22Az + (Az)? — 22
N Ai@o Az
. Azx(2x 4+ Ax)
= 1
Az—0 Ax
= lim (22 + Az) = 2z,
Axr—

d’ou f'(x) = 2.
2. Calculer le taux de variation de y = g(x), ou g(x) = 2y/x, = > 0.

Solution: En utilisant la définition (5.2), nous obtenons

g(z + Azx) — g(x)

/ — 1
gla) = lim, Au
. 2V + Az —2\/x
= lim
Az—0 Az
_ g g YETAToVE
Axz—0 Az

Vous reconnaitrez sans doute notre bonne vieille forme indéterminée 8. La
méthode appropriée pour évaluer cette limite est donc la rationalisation.

nombre. Dans le second cas, la réponse obtenue est une fonction. Il est alors possible de
retrouver le résultat donné par la premiere réponse en substituant dans la fonction donnée
par la seconde.
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Ainsi

J(x) = 2 lim Vi+ Azr —\/rvr+ Ax+Jx

arhe T Az Viihot oz
(Vr+ Az — Vx)(Vz + Az + /x)

= 21
Az Az(Vz + Az + /7)
. T+ Ax —x
= 2 lim
Az—0 Ax(Vz + Az + /)
. Ax
= 2 lim
Az—0 Ax(Vz + Az + /)
1
= 21
Aalcgo Vo + Az +/x

1 1 1
2 =2 =,
Vr+0+z N

Le taux de variation est donc ¢'(x) =

.3 Par exemple, si x = 4, le taux

de variation de y par rapport a x est 5= %

Sk

3. Calculer la pente de la droite tangente au graphe de y = f(z) = 22 lorsque
T =—2.

Solution: La pente de la droite tangente lorsque x = —2 est f'(—2). Ce-
pendant f'(z) = 2z (d’aprés Pexercice 46.1), d’ou f/(—2) = 2(—2) = —4.

4. Calculer la vitesse d'un objet qui se déplace selon s(t) = t? lorsque ¢ = 0.

Solution: La vitesse d’un objet qui se déplace selon s = t? lorsque ¢ = 0
est s'(0). Puisque la fonction s(t) = ¢? est identique & la fonction f(x) = 22,

s'(t) = 2t. Lorsque t = 0, la vitesse est donc v = §'(0) =2-0=0.

5. Calculer le taux de variation de y = x? par rapport a « lorsque z = 2.

Solution: Le taux de variation de y = f(z) = 2? par rapport & z lorsque
x=2est f'(2) =2(2) = 4. [ |

Il est souvent avantageux de calculer la dérivée de la fonction en tout point,
c’est-a-~dire selon la formule (5.2), avant de calculer la dérivée en un point par-
ticulier. Vous voyez dans I’exemple qui précede qu’il est tres aisé de répondre
aux questions 3, 4 et 5 lorsque la dérivée est déja connue. *

3. Cette formule n’a de sens que lorsque x > 0, méme si la fonction est définie en 2 = 0.
4. En mathématiques (comme dans la reste de la vie, d’ailleurs) il est impératif de
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La notation de Leibniz simplifie et allege parfois les expressions uti-
lisées. Soit f une fonction et posons y = f(x). La dérivée de y par rapport
a x en x = a selon Leibniz est dénotée par

dy| .\ . Ay dy
e Ay e

f'(z). (5:3)

a

Faites attention cependant. Le symbole % n’est pas une fraction!

Exemple 47 (NOTATION DE LEIBNIZ)
1. La dérivée de y = 22 par rapport a x est Z_Z = 2.

2. La dérivée de y = 2/ par rapport a x est g—g = \/ng |

La dérivée d’une fonction est donc une fonction. La dérivée d’une fonction
continue est-elle une fonction continue ? Pas nécéssairement. Par exemple, la
fonction f définie par

x? siz<0

fz) =

r six>0
est continue en z = 0.°. Pourtant sa dérivée f’ est donnée par

2¢ sixz <0
1 six > 0.

f'(x) =

La dérivée n’est pas continue en x = 0, puisque

lim f(z)=lim 1=1 et lim f'(z)= lim 22 =0.

z—07t z—07t z—0~ z—0~
De plus, f'(0) n’existe pas, puisque

. f0+ Az)— f(0)
Aliglo Ax

n’existe pas. La dérivée ne peut étre continue en z = 0 si elle n’est pas définie
a cet endroit. ©

minimiser le montant de travail requis pour résoudre un probléme ; de conserver son énergie
pour des choses plus importantes. Cela ne veut pas dire qu’il ne faut pas travailler; au
contraire. Mais il vous faut judicieusement choisir votre approche.

5. Pourquoi ? Ne nous croyez pas sur parole. Vérifiez !

6. Nous en avons parlé a la section 4.2.2.
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Y, Y Y

ANvVE

&V
0y

FIGURE 5.1 — Graphiques de fonctions dont la dérivée n’existe pas lorsque z = 0.

Existe-t-il d’autres fonctions continues qui ne sont pas différentiables?”
S’il n’existe pas de droite tangente en un point, la dérivée de la fonction
représentée par le graphique n’est pas définie en ce point. De méme, si la
pente de la droite tangente est indéfinie (si c’est une droite verticale), la
dérivée n’est pas définie en ce point (voir figure 5.1). En théorie, la définition
de la dérivée est suffisante afin de calculer cette derniere, lorsqu’elle existe.
Cependant, que feriez-vous si vous aviez a calculer la dérivée de la fonction
définie par

2+,

fla) =\

Il est grand temps de trouver un raccourci.

7. C’est-a-dire des fonctions dont la dérivée n’existe pas a certains points, comme dans
I’exemple qui précede ?
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Exercices 5.1

(1-10) En utilisant la définition, trouver la
dérivée des fonctions suivantes. Indiquer
ensuite tous les endroits ou elles ne sont
pas différentiables.

y =22

Yy = x + 25,
f(z) =23
y=2x+4.
f(z) =17,
y=2+1
Y=tz
fla)= ¢+

© XN W

—_
o
~
—
&
|
%H

(15-18) Soient C' et R le cout de produc-
tion et le revenu de ventes de x articles,
respectivement. Le profit a la vente de x
articles est P = R — C. Le colit marginal,
le revenu marginal et le profit marginal
sont les dérivées respectives de C, R et
P. Trouver ces fonctions dans les cas sui-
vants.

15. C(z) =100 + = + 22, R(z) = 25z.
16. C(z) =200 + 222, R(z) = 0.

17. C(z) =1-1, R(z) =2

18. C(z) = 100, R(z) = 2.

(11-14) Un objet se déplace selon la fonc-
tion position s(t). Trouver sa fonction vi-
tesse.

(19-22) Calculer le taux de variation de la
demande d(z) au point spécifié.

11. s(t) =3 —2t + 3.
12. s(t)=t+1.

13. s(t)=t>+t—1
14. s(t) = Vt.

19. d(z) =2

20. d(z) = %.

21. d(z) =3

22. d(r) = 100z — 22

5.2 La dérivée d’un polynome

La dérivée d’un polynome est particulierement facile a calculer. Pour I'obte-
nir, il faut étre capable de dériver quatre types de fonctions :

1. les puissances entieres positives,

2. les constantes,
3. les multiples d’une fonction et

4. les sommes de fonctions.

Il est a noter que dans les deux derniers cas, il n’est pas nécéssaire que
les fonctions en question soient des polynomes. Ces regles sont valides pour

plusieurs autres types de fonctions.
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5.2.1 La dérivée d’une puissance entiere positive

Soit n un entier positif. D’une certaine facon, la fonction f définie par

flx) ="

est un polynome fondamental, puisque tout polynome est composé de termes
de cette forme. Quelle est sa dérivée ?

Rappel 1 (FORMULE DU BINOME) Soient n un entier positif et a et b deux
quantités. Alors

(n

-1 -1
(a+b)n :an_’_nanflb_’_ n )a”72b2+~--+ n(nQ )a2bn72+nabnfl +bn

Théoréme 3 La dérivée de f(x) = 2™ est f'(x) = na™ L.
Démonstration: D’apres la définition de la dérivée,

o) =t T D) @)

Az—0 Az

En substituant les expressions appropriées, nous obtenons

, . (z+Az)" —2a"
fz) = Alggo Ax

~ lm " +nz" Az + @x””(AmV + -4 (Ax)" — 2™
Az—0 Ax

_ lim na" Az + MnT_l)x”’2(Ax)2 + -+ (Az)”
Az—0 Ax

= lim (nx"l + nin—1) 1)x”’2A:1: + -+ (A:c)”1>
Az—0 2

= nz" 140+ 4+0=na""",

ce qui termine la démonstration. |
Avec la notation de Leibniz, le théoreme 3 devient

y=za" = d—:nx”_l
x
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Exemple 48 (DERIVEES DE PUISSANCES ENTIERES POSITIVES) Calculer la dérivée
des fonctions définies par les expressions suivantes.

L. f(z) =28
2. y = 2001,
3. g(p) =p*.

Solution: En utilisant le théoreme 3, nous obtenons tout simplement

1. f'(z) =881 =8a".

2. B = 10012911 = 10012'0%.

3. ¢'(p) =2p*>~! =2p. [ |

La notation a utiliser dépend de la fagon dont le probleme est posé. Il
n’est certainement pas nécéssaire que les variables qui entrent en jeu soient x
et y. Cependant, il est bon de noter que ¢'(p) est la dérivée de g par rapport
a p, et non par rapport a x. Lorsqu’il sera possible de le faire sans porter a
confusion, nous ne parlerons que de la dérivée de la fonction, sans spécifier
par rapport a quel variable. ®

5.2.2 La dérivée d’une constante

Soit k une constante. La fonction f définie par

ou fonction constante & valeur k, est un polynome de degré 0.° En effet,
f(x) =k = ka®.

Il n’est pas possible d’utiliser le théoreme 3 puisque 0 n’est pas un entier
positif.

Théoréme 4 Soit k une constante. La dérivée de f(z) =k est f'(z) = 0.

Démonstration: D’apres la définition de la dérivée,

8. Lorsque nous aborderons les fonctions a plusieurs variables, nous allons toujours
spécifier la variable en question.
9. Ce n’est pas un polynome tres intéressant, mais c’est tout de méme un polynoéme.
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En substituant les expressions appropriées, nous obtenons

k—k 0
"(z) = i = — = 1lim 0=0
flo) = Jim "y = Ay Ay = Aim 0 =0
ce qui termine la démonstration. |

Avec la notation de Leibniz, le théoreme 4 devient

=k —= — =0.
Y dx

D’un point de vue géométrique, f(x) = k est ’équation de la droite constante
a valeur k. La droite tangente est la droite d’équation y = k, dont la pente
est 0.

5.2.3 La dérivée d’un multiple d’une fonction

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la dérivée d’un polynome un
tantinet plus complexe.

Théoréme 5 Soient g une fonction dérivable ¥ et k une constante. La dérivée
de f(z) = kg(x) est f'(z) = kg'(x).
Démonstration: D’apres la définition de la dérivée,

flo) =t L AT ()

Az—0 Az

En substituant les expressions appropriées, nous obtenons

kg(x + Ax) — kg(z)

/ _ .
flw) = Jlim, A
Az) —
L gt A —g(@)
Az—0 Ax
= kg'(2),
ce qui termine la démonstration. |

10. C’est-a-dire dont la dérivée existe.
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Avec la notation de Leibniz, le théoreme 5 devient

Exemple 49 (DERIVEES DE MULTIPLES DE FONCTIONS) Calculer la dérivée des
fonctions définies par les expressions suivantes.

1. y =328
2. u = 1000w,
3. g(x) =3.

Solution: En utilisant les théoréemes 4 et 5, nous obtenons tout simplement

1w — 3960 _ 3 gy T 94,7,

dx dx
2. 4 — 10002 ™) — 1000 - 1000w = 10000001,
3. ¢'(z)=0. ]

Dans la preuve du théoreme 5, nous n’avons nullement utilisé la forme de g.
Par exemple, si nous savions que la dérivée de g(x) = sinz est ¢'(z) = cosz,
alors la dérivée de f(z) = 3sinz est automatiquement

d(sin x)

fw) =350

= 3cosz,

méme si nous ne connaissons rien d’autre au sujet des fonctions sin et cos.

5.2.4 La dérivée d’une somme de fonctions
Quelle serait la dérivée de
f(z) = 227" + 32° + 227

En fin de compte, un polynome est une somme de fonctions. Pour répondre
a la question, il faudrait savoir calculer la dérivée d’une somme de fonctions.

Théoréme 6 Soient p et ¢ deux fonctions différentiables (ou dérivables). La
dérivée de f(x) = p(z) 4 q(x) est alors f'(x) = p'(x) + ¢'(x).

Démonstration: D’apres la définition de la dérivée,

o) — i L AT ()

Az—0 Az
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En substituant les expressions appropriées, nous obtenons

p(r + Ar) + q(z + Ax) — (p(z) + q())

fz) = Alzlxrgo Ax

_ iy PletAz) —p(a) +q(z + Az) — g(z)

= lim
Az—0 Az

_ g (PletAr) - p(a) gle+ Az) - g(2)
Az—0 Az Ax

_ i PetAn) —p(e) (et AT) — g(e)
Az—0 Ax Az—0 Ax

= p(@) +d(2),

ce qui termine la démonstration. |

Avec la notation de Leibniz, le théoreme 6 devient

y=urv de dr dx’

Exemple 50 (DERIVEES DE SOMMES DE FONCTIONS) Calculer la dérivée des
fonctions définies par les expressions suivantes.

1. f(z) = 22721001 4 328 + 22.
h(u) =u’ — 9ud.

= ¢% + 100000¢> + 7.
m = §n3+ n?24n+1.

wc)=ct+cE+c+c+1.

.U'P.W!\’

Solution: En utilisant les théoremes 4, 5 et 6, nous obtenons tout simplement

1. f'(z) = 22710012190 + 3. 827 + 22 = 22722721000 4 2457 + 22

2. W(u)="Tub —9-3u? = 7Tub — 2702

3. 2= d(q 4a) 4 100000 (dq) + 45 = 847 + 100000 - 3¢ + 0 = 8¢7 + 3000007,
b o

5. w'(c) = 4c® + 3c® + 2¢ + 1. [ |

Notons que ce résultat est valide pour toutes fonctions différentiables p et ¢,
et non seulement pour des polynomes.

11. A proprement parler, le théoreme 6 ne peut s’appliquer qu’a une somme de deux
fonctions. Mais, en se servant de ’associativité de I’addition, il est possible de généraliser
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5.2.5 La dérivée d’une puissance entiere positive
(reprise)

Que ce passe-t-il si 'on cherche a calculer la dérivée d’une fonction qui est
une puissance entiere positive d'un polynome, c’est-a-dire

f(@) = (g(x))",

olt g est un polynome. Lorsque g(z) = z, f(z) = 2" et f'(z) = nz" . 12

Théoreme 7 Soient g une fonction différentiable continue et n un entier

positif. La dérivée de f(x) = (g(z))" est f'(x) =n(g(x))" g (x). 1

Démonstration: Puisque g est une fonction continue, Alirno g(x + Az) = g(x).
T—

D’apres la définition de la dérivée,

flo) =t LA ()

Az—0 Az

En substituant les expressions appropriées, nous obtenons

gz + Az)" — g(x)"

@ = g "
_ oy W@t AT) —g(@) (9(z + Az) - fg(@)" )
Ax—0 Az
= <A1310IEO 9(37 + AA:EH): _ g($)> AlglgIEO (g(:v + Ax)n—l NI g(x)"_l)

= ¢ (@) (9(z+ 0"+ gz +0)"Pg(x) + -+ g(x)" )
= ¢(@) (9@ +g@)" "+ 4 g@)" ) = ng@)" g (x),

n fois

ce qui termine la démonstration. |

ce résultat & une somme finie de fonctions. Ainsi,

d(u+v+w) _@_Fd(v—kw) _du | dv  dw

dz dz de ~ dx dx + dz’

12. Rappel : soient n un entier positif et a et b deux quantités. Alors

(a=b"=(a—=b)(a" 1 4+a" 204 - +ab" 2 "),

13. Afin d’alléger la notation, nous écrirons parfois g(z)™ & la place de (g(z))™.
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Avec la notation de Leibniz, le théoreme 7 devient

Exemple 51 (DERIVEES DE PUISSANCES ENTIERES POSITIVES DE POLYNOMES)
Calculer la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes.

1. f(z) = (222 + 32)°.
2. 2z = (3608 + 3a)3.

Solution: En utilisant le théoremes 7, nous obtenons tout simplement
1. f(2) = 9(222 + 32)91 9T H50) — 9(922 4 32)8(4z + 3).

2. 92 — 3(3608 + 3a)319B00E39) _ 313608 | 30)2(28807 + 3). |

Exercices 5.2

(1-10) Trouver la dérivée des polyndmes 15. C(z) =100 + = + 2%, R(z) = 2523.
suivants. 2 16. C(z) = (200 + 22%)3, R(xz) = 0.
;zzzﬂﬁ 17. C(x): ()—x 347,
3. flz) = 3t — 27 12, 18. C(x) = 2%, R(z) = 2® + 100.
4. f(z) = (172% — 33)%. (19-22) Un objet se déplace selon s(t).
5. y=2x —4z". Trouver sa vitesse.
6. f(z) = (172%)8. 19. s(t) =3 — 2t + 3.
T.y=1l+z+a®+a’ 20. s(t) =t+ 1.
8 y=(-z—22+2°" 21, s(t) =12+t —1.
9. f(x) = (=* + 1) 92 s(t) = (2 + 1)17 — (3% — 21).

H
e

fl@) =@ +a)".

(23-26) Calculer le taux de variation de la

(11-18) Trouver les fonctions colit margi- demande d(x) au point spécifié.

nal, revenu marginal et profit marginal.
11. C(z) =100 + = + 22, R(z) = 25a. 23. d(x)
12. C(x) = 200 4 222, R(z) = 0. 24. d(x)
13. C(z) =1—2z, R(z) = 2% 25. d(z) = 3.
14. C(z) = 100, R(z) = 22. 2. d(z) =1
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5.3 La dérivée d’un produit de fonctions

Que ce passe-t-il si 'on cherche a calculer la dérivée d’une fonction f qui est
le produit de deux fonctions, c¢’est-a-dire

ou p et ¢ sont des fonctions différentiables et continues. Dans un monde idéal,
nous aurions f'(z) = p'(x)¢'(x). Ce n’est pourtant pas le cas.

Théoreme 8 Soient p et ¢ des fonctions différentiables et continues. La
dérivée de f(z) = p(x)q(x) est f(x) = p(x)q'(z) + p'(2)q(z).
Démonstration: Puisque p est une fonction continue, Algiﬁrgo p(xz + Azx) = p(z).
De plus,

p(z + Az)q(z) — p(z + Az)g(x) = 0.
D’apres la définition de la dérivée,

o) =t LA ()

Az—0 Az

En substituant les expressions appropriées, nous obtenons

p(x + Az)q(x + Az) — p(x)q(x)

fl@) = L\H}Eo Az
— lm p(x + Az)g(xz + Az) + 0 — p(z)q(z)
Az—0 Az
C p(z + Ar)q(z + Ax) + p(x + Az)q(z) — p(r + Ax)q(r) — p(x)q(x)
Az—0 Az
_ iy PletAz) gz + Az) — g(2)] +¢(2) [p(e + Az) — p(2)]
Azx—0 AJ)

= Jim (p(x T agllt AA:C; 2] g (A AA””; - PW)])
q(z + Azx) — q(x)
Ax Az—0 Az

T A A

= 1 Az) li
A;gop(x—&— x)AglgIEo Az Az50 Az—0 Ax

= p(z+0)q'(z) +p'(x)g(x) = p(z)d (x) + p'()q(z),

ce qui termine la démonstration. |

14. Faites attention. En général, f'(x) = p(x)¢'(x) + p'(z)q(z) # p'(x)q¢' (x).
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Avec la notation de Leibniz, le théoreme 8 devient

dr  dx + %v.

Exemple 52 (DERIVEE DE PRODUITS) Calculer la dérivée des fonctions définies
par les expressions suivantes.

1. f(z) = (2 + 1822 + 22 — 1) (21 + 2% + 28 + 22 — 1).

2. w=(m>+m+1)2m? +1).

3.9(y) =2y+1DBy+ 14y +1).
Solution: En utilisant le théoreme 8, ainsi que les théoremes de la section précédente,
nous obtenons tout simplement
d(z0 + 2% + 28 + 22 — 1)

dx

- (20 + 2% + 2% + 22 - 1)
= (2% + 1822 + 22 — 1)(102° 4+ 928 + 827 + 2x) + (92° + 36z + 2) (20 + 2° +

1. f(x) = («® + 1822 + 22 — 1)
+d(x9 + 1822 + 2z — 1)

28+ 2?2 —1).
d d(2m? +1)  d(m? 1
2.£:(m3+m+1) (2m”+ )+ (m”+m + )(2m2+1)

— (m 4 m 4+ 1)(dm) £ (3m? +1)(2$2n+ 1).

3. En réorganisant les termes, nous obtenons

g(y) =2y + 1)y + 1)] (4y + 1).

ddy+1) d[2y+1)(By+1)]
+
dy dy
d[(2y + il;(?ry +1)] (4y +1)
d(3y +1) n d(2y + 1)
dy dy
y+1)3+2By+1))(4y+1)
12y 4+ 5)(4y + 1). ]

gy = [2y+1)(By+1)] (4y +1)

= u+1DBy+1)4+

= (y+1)By+1)4 {2 +1) (3y—|—1)}(4y+1)

+
= Qu+1DBy+ D4+
= QCu+DBy+D4+(
Pour dériver un produit de plus de deux fonctions, comme a la troisieme
partie de 'exemple précédent, il suffit de regrouper les fonctions de sorte a
obtenir un produit de deux fonctions, et de dériver en utilisant le théoreme 8.
Par exemple, pour un produit de trois fonctions, on regroupe sous la forme

f(x) = pr(z)p2(2)ps(x) = (p1(x)p2(z))p3(x) = q(x)p(x).
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C’est cette derniere expression que 'on dérive. Evidemment, lors du calcul
de f'(x), il faudra de nouveau utiliser le théoreme 8 pour calculer ¢'(z).

Exercices 5.3

(1-10) Trouver la dérivée des fonctions sui-
vantes.

(15-18) Un objet se déplace selon s(t).
Trouver sa vitesse.

—_

y=2}(z +17).
y = (223 — 422)2(1 + = + 22).
f(z) = (32* — 222 + 2) (2 — 622 + 7).
f(x) = (1722 — 33)33 (1722 — 32).
y= (20 —427)(x + 1).
f(z) = (172 — 3)(2? + 3z + 2).

= (I+x+z2+23) (2 + 25 +25+27).
y=(—r—2%+25)12(2? + 1323 +25).
flz) = (22 +1)%(2? + 2)2.
f(@)=(1+2)4(2? + 1)*(2? + 2)%.

(11-14) Trouver les fonctions colt margi-
nal, revenu marginal et profit marginal.

© X N oA LN

}_.
e

11. C(z) = (100 + z + 2%)(172® — z),
R(z) = 25z.
12. C(z) = 200 + 222,
R(z) = (z* =3z + 2)(22 + 1)
13. C(z)=(1—-2)(1+2),
R(z) = 2%(2% + 2)
14. C(z) = (100z)°,
R(z) = 2%

15. s(t) =+ >+t +1)(t—1).

16. s(t) = (t+ 1)%(17t)3.

17. s(t) = (B +t— 1) +t+1).

18. s(t) = ((¢* + 1)17 — (3¢3 — 2t)*) x- - -
X (t—l)(t—i—l)

(19-22) Calculer le taux de variation de la
demande d(z) au point spécifié.

—2%)(32)7.

23. Trouver une formule générale pour
la dérivée d’un produit de trois
fonctions continues et différentiables.
Généraliser a la dérivée d’'un pro-
duit de n fonctions continues et
différentiables.

5.4 La dérivée d’un quotient de fonctions

Que ce passe-t-il si 'on cherche a calculer la dérivée d’une fonction qui est
le quotient de deux fonctions, c’est-a-dire f(x) = pz) oy p et g sont des

q(z)’
fonctions différentiables et continues ?

Théoreme 9 Soient p et ¢ des fgnctions différentiables et continues. La
dérivée de f(x) = 2% est f/(x) =2 (@)a(z)—p(z)d'(z) 15

(q(=))?
15. Faites attention. En général, f'(x) =

p(z)a(x)—
(a(z))?

—p(x)g’ () 4P (z)
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Démonstration: Il n’est pas nécéssaire d’utiliser la définition de la dérivée.
En effet, si f(z) = % alors f(z)q(x) = p(x). En utilisant le théoreme 8,
nous obtenons

p'(z) = f(2)d (x) + f'(z)q(x),

d’ou
f(@)a(z) =p'(x) — f(2)q (x)
et
oy V() — fz)d(z)
fle) = q()
Mais f(z) = %, ce qui signifie que
Y@ - ) M
o= W
| PRIy a)g(a) — plo)d ()
q(z) (q(x))> ’

ce qui termine la démonstration. [ |

Avec la notation de Leibniz, le théoreme 9 devient

= - = — =
Y v dx 02

L’ordre dans lequel on dérive les facteurs d’un produit n’est pas important.
En effet,

p(@)q (x) + p'(x)q(x) = p'(x)q(x) + p(a)d (z)
puisque 'addition est commutative. Cependant, ’ordre de différentiation est

important dans la dérivée d’un quotient puisque la soustraction n’est pas
commutative, c’est-a-dire qu’en général
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Exemple 53 (DERIVEES DE QUOTIENTS) Calculer la dérivée des fonctions définies
par les expressions suivantes.

_ 22?41
Ly=%715
2. f(z)=-%.

Solution: En utilisant le théoreme 9, ainsi que les théoremes des sections précédentes,
nous obtenons tout simplement

2
L dy _ a2 e ) U 4rG042)- (2024 1)(3) _ 6s2+80-3
Code T (3z+2)2 - (3z+2)2 - (3z+2)% -
/ %x:”—ld(f;) 0-23 —3z2 3
2. flla) = At —ostoat 3 n

5.4.1 La dérivée d’une puissance entiere négative

Il est possible de généraliser le résultat obtenu a la seconde partie de I’exemple
précédent.

Théoréme 10 Soit n un entier positif. La dérivée de f(z) = 2™ = = est

In
flx) = —na "1 = -1

Démonstration: Nous utilisons le théoreme 9. Alors

d1) .n _ qd(") n n—1
f,<l') — dzx 1 dx :0.’13’ —nr
(an)Q x2n
i o n
—_ nxn 1-2n — n n—1_ ’
xn—l—l
ce qui termine la démonstration. |

Avec la notation de Leibniz, le théoreme 10 devient

d
y=x " = & —nx
dx
Exemple 54 (DERIVEES DE PUISSANCE ENTIERES NEGATIVES) Calculer la dérivée
des fonctions définies par les expressions suivantes.
3 —

2. w= —ﬁ = —w 4,

—n—1

Solution: En utilisant le théoreme 10, nous obtenons simplement
1. fl(x) =3 (-8)z 81 = —2427Y.
dw

2. —=-1- (—24)w 271 = 2407, u



150 LA DERIVEE

Ceci nous permet de généraliser a ce qui suit.

Théoréme 11 Soit n un entier. La dérivée de f(x) = 2™ est f'(x) = nz" L.

Avec la notation de Leibniz, le théoreme 11 devient

y=1" = -2 =nz"!
dx

Exemple 55 (DERIVEES DE PUISSANCES ENTIERES) Calculer la dérivée des fonc-
tions définies par les expressions suivantes.

L f(z)=3=a""
2. y=a"2+ a3
3. m=n"10043p"2 42

Solution: En utilisant le théoreme 11, et les théoremes des sections précédentes,
nous obtenons simplement

L fl(z) =—-la72 =%,

2. %:*2$_3+3$2:%+3$2.
3.4m = 100010 + 3. (=2)n 3 + 2n = — 5 — & + 2n, [

Exercices 5.4

(1-10) Trouver la dérivée des fonctions sui- 8 y= (—z —a?+2%)"
vantes. ' x2 —I— 13333 +a5
z? 9. f(z) = ( -1
Ly=oiw (2 +2)
3 2 (14 z)*
14z + 22 ((2+2)>
3zt — 222
3. f(z) = B 6212 (11-14) Trouver les fonctions colit margi-

nal, revenu marginal et profit marginal.

(1722 — 33)33

4. f(z) = . 1 2
1722 — 32 11. C(x):700 —|—3a:+x , R(z) = 25z.

z4+1 1725 —x
N AT N 12. C(x) = 200 + 20,
6. fa) = MTE=3 R(x)zw_
' 224 3x+2 lerl

9 . .3 13. C(x)=1—- 2+, R(z) = 2.

7 = l+zx+2°+2x - )
A SR S 14. C(z) = (1002)~°, R(z) = z=.
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(15-18) Un objet se déplace selon s(t). (19-22) Calculer le taux de variation de la
Trouver sa vitesse. demande d(x) au point spécifié.
B+t2+t+1 3
t+1 2. .3
16. s(t) = ——. l—z—z°+x
20. d(z) = .
17. s(t) = trizl 21. d(z) =z73
. R . = . 2
t—1 100z — x
18. s(t) = (2 +1)'7 — E 22. d(z) = (162910

5.5 La dérivée en chaine

Dans certains cas, il est possible de simplifier le calcul de la dérivée de f en
réalisant que cette derniere est une composition de fonctions, c’est-a-dire une
fonction définie par

f(x) = (g0 h)(x) = g(h(x)).

Exemple 56 (COMPOSITION DE FONCTIONS (REPRISE))

1. 11 est possible de ré-écrire la fonction définie par f(z) = (223 + 1)® comme
composition de fonctions. Posons g(y) = 3® et h(z) = 223 + 1. Alors

g(h(z)) = 9(22° +1) = (22° + 1)° = f(x).

La fonction g est la composante externe de g o h tandis que la fonction
h est la composante interne de go h.

2. Posons g(x) et h(z) = 2% + 1. Si f(x) = g(h(x)) alors

_ _x241
= 327712

2+ 1 >2

(o) = Wo(o)) = ) +1 = (o

En général, g o h # h o g. Dans ce qui précede, g est la composante externe
de f et la composante interne de g, tandis que h est la composante interne
de f et la composante externe de q. |
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Comment calcule-t-on la dérivée dune composition de fonctions ? !¢ Le thé-
oreme portant ce sujet est semblable a celui présenté a la sous-section 5.2.5.
La preuve en est assez compliquée, pour cette raison, nous ’omettons du
présent ouvrage.

Théoreéme 12 Soient g et h deux fonctions différentiables. Si f = go h, la
dérivée de f(x) = g(h(x)) est f'(x) = ¢ (h(z))h (z).

La notation de Leibniz est particulierement utile pour la dérivée en chaine :

dy _dyd
de  dudz’

On peut s’imaginer que le numérateur du et le dénominateur du s’annulent,
mais il faut se souvenir que les deux termes ne sont pas des fractions.

Exemple 57 (DERIVEES EN CHAINE) Calculer la dérivée des fonctions définies
par les expressions suivantes.
1. f(z) = (223 + 1)3.
— _(@41)%41
2.9 = s

2
2
3. q= <3§1;r+12> + 1.

Solution: Nous utilisons le théoreme 12, ainsi que les théoremes des sections
précédentes.

1. Posons g(y) = 3 et h(x) = 223 + 1. Pour calculer
f'(x) = g (h(x)l (x),
il faut connaitre ¢’(y) et h/(x). Mais ¢'(y) = 8y” et h/(z) = 622, d’onr

g (h(z))b (z) = 8(h(x))" - 62
8(22% +1)7 - 6% = 4822(22% + 1).

f'()

2+1

31;17%. Nous recherchons %. Pour calculer

2. Posons u = 22+ 1. Alors y =

dy _ dydu
de  dudx’

16. Une telle dérivée porte le nom de dérivée en chaine.
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. N dy du e du
il suffit de connaltre T, et o Mais T = 2x et

@ d(u;j—l) (3u17 + 2) _ (U2 + 1)d(3ud1;+2)

du (Bul™ +2)2
2u(3ul” +2) — (u? + 1)51u'6
(Bul™ + 2)2
—45u!® — 51ul0 + 4u
(Bul” + 2)2

Alors
dy dy du
dx du dz
_ —45u'® — 51u!6 4 4u
N (3ul™ + 2)2 e
_ A5+ )P 51+ 1)+ 4@ + 1) o
(3(x2 4 1)17 4 2)2 '

2
3. Posons u = ?’fth:Q Alors ¢ = u® 4+ 1. Nous recherchons %. Pour calculer

dg _ dqdu
dt  du dt’

il suffit de connaitre 24 et 94 Mais % = 2¢ et
du dt du

du D37 4 9) (2 4 1))

dt (3t17 4 2)2

2t(3t17 4+ 2) — (2 4 1)51¢16
(3t17 1 2)2

—45¢18 — 51416 4 4¢

(3t17 4 2)2

Alors
dq dq d7u

dt du dt
—45¢18 — 51¢16 4 4¢

(317 +2)2
24+ 1 —45¢18 — 51¢16 4+ 4¢
317 + 2 (317 4 2)2 ’

= 2u

ce qui termine 'exemple. |
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5.5.1 La dérivée de la fonction inverse

Si f est injective, elle a une fonction inverse, ou réciproque, dénotée par 1.
Par définition,

(fof @) =ff @) =2 et (fof)@)=f"(f) =2

En dérivant chacune de ces équations par rapport a x, nous obtenons

FU) (D @)=1 et () (fla)f(x)=1,
d’ou

() @) =57 ot fi(2) = (5.4)

(f) (f())

Exemple 58 (DERIVEES DE FONCTIONS INVERSES) Calculer la dérivée de l'in-
verse des fonctions définies par les expressions suivantes.

1. f:]0,00[— [0,00[, ot f(x) = 22
2. f:R—=R,ou f(z) =3z + 4.

3. f:R—=R,ou f(x) = g;jﬁ

Solution:

1. La fonction inverse f~! : [0, 00[— [0,00[ est donnée par f~'(z) = y/z. De
plus, f/'(z) = 2z. Selon (5.4),

—1\/ o 1
U @)= Fry
c’est-a-dire (f_l)/ (x) = ﬁ = ﬁ

2. La fonction inverse f~! : R — R est donnée par f~!(z) = 9”3;4. De plus,
f/(x) = 3. Selon (5.4),

1
) @) = :
U= g
s 1y 1 1
cest-d-dire (f71) (z) = P T3
3. La fonction inverse f~!: R — R est donnée par f~!(z) = —3”“;;24. De plus,
43z + 1) — (4o — 2)3 10

I'(x) = (3x 4+ 1)2 - 3z +1)%
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Selon (5.4), .
/
F) (@) = 5= ,
V=)@ = Fe)
z+2
1 I G =) E)
c’est-a-dire (f_l)l (x) = = = :
x+2 1w 10
) i
3c—4 10(3(—3%—_4)“)
Nous obtenons alors (£~ 1) (z) = ———— en simplifiant. |
Exercices 5.5
(1-4) Trouver la dérivée des fonctions sui- 8. g(z) = 10025, h(z) = . x’
vantes. 3 +r+1
9. =1
Loy=(®+1)" 9(z) 22— 3042
2 W)= 22T~
9 yo— 2* —(2“7). 22+ 1
r+l Aw+l 10. g(x) = 200 + 222, h(z) = &£
3zt — 222 + 2 1 1
x . 12. g(z) = (28 +3)(2? —x — 1+ 271),
5 f(2) 5+ 2t 2+12 22
. flx) = .
(5-12) Etant données les fonctions g et (13-18) D.étermif.ler la dérivée de l'inverse
h, trouver les dérivées de f = go h et des fonctions suivantes.
p=hog. 13. y="Tx+2.
5. g(x):1+2x 4.y =
2?2 -3z +2 _ bz—1
h(z) = a1 15y = 553
16. y = 2z
6. g(x) = OO + 222, o+l
h(z) = 2* 3:17+2 17 y=+vz + 1.
7. g9(x)=1-1 h(z)=2" 18. y=-1.

5.6 La dérivée implicite

Jusqu’a présent, nous ne nous sommes préoccupés que de fonctions, c’est-a-
dire de relations ou la variable dépendante (y en général) est explicitement
obtenue en fonction de la variable indépendante (x en général). '™ Nous avons

17. Par exemple, les fonctions définies par y = 4z, y = v/x + 11, etc...
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vu que la dérivée correspond a la pente de la droite tangente a la courbe
représentative de la fonction.

Mais la plupart des courbes ne proviennent pas de fonctions. !® Ces courbes
ont tout de méme des droites tangentes; comment calcule-t-on leur pente,
dans ce cas? Les deux exemples qui suivent indiquent la marche a suivre.

Exemple 59 (DROITE TANGENTE A UNE COURBE)

1. Calculer I’équation de la droite tangente au cercle d’équation z2 + y? = 25
au point P(—3,4).

Solution: Il faut commencer par vérifier que le point P(—3,4) se retrouve
bien sur la courbe. Puisque (—3)? + 42 = 9 + 16 = 25, cette hypothese est
vérifiée.

Pour calculer ’équation de la droite, il faut connaitre sa pente %. Dérivons

I’équation x2 + y?> = 25 par rapport & x. Alors

d(z? +y?)  d(25)

dx dx ’
d’ou
dw?) | d?) _
dx dx
En utilisant la regle de dérivée en chaine, nous obtenons
2z + Zy% =0,
d’on
dy oz
dx Y
Ainsi, lorsque x = —3 et y = 4 (c’est-a-dire au point P), la pente de la droite

tangente est % =—(-3)/4=3/4.
L’équation de la droite tangente au cercle d’équation % + y? = 25 au point
P(—3,4) est alors

Yy—un
r — I

m =

3 y—4

4 x+3

ou

18. Le cercle, par exemple, dont ’équation est z2 + 3% = r2. Il est impossible d’isoler y
dans cette équation et d’obtenir une seule fonction dont le graphique serait un cercle.
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2. Calculer I'équation de la droite tangente a la courbe d’équation
Yo 4 2ty — 227 = —1
au point (v/2,1).

Solution: Il faut commencer par vérifier que le point (v/2,1) se retrouve
bien sur la courbe. Puisque 1° + (v/2)2 -1 —2(v2)2 =1+ 2 — 4 = —1, cette
hypothese est vérifiée.

dy

Pour calculer I'équation de la droite, il faut connaitre sa pente 32. Dérivons

I’équation y° + 22y — 222 = —1 par rapport & z. Alors

d(y® + 2%y —22%) _ d(-1)

dx de ’

d’ou
d(y®) | d(=%y) _d(z®)
dx + dx -2 dx =0

En utilisant la regle de dérivée en chaine et la regle de dérivée de produits,
nous obtenons

1dy d(CCQ) 2 dy

- —= —2(2z) =
5y d;v+ ir y+x In (22) =0
ou
5y4@+2xy—|—x2@—4x:().
dx dx
Alors
dy 4xr — 2y
dr byt + 22’

Ainsi, lorsque = = v/2 et y = 1, la pente de la droite tangente est

_dy _AV2-2V21  2V2

" a5+ (VR T

L’équation de la droite tangente & la courbe d’équation y°® + 2%y — 222 = —1
2v2 y—1
au point (v/2,1) est alors —— = . |
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Le principe de dérivée implicite ! est simple : c’est en réalité celui de la
dérivée en chaine. Sil’on cherche la dérivée de y par rapport a x, il faut dériver
I’expression contenant y et x par rapport a x. Si ’on cherche la dérivée de x
par rapport a y, il faut dériver I’expression contenant y et x par rapport a y.

Exemple 60 (DERIVEES IMPLICITES) Calculer les dérivées suivantes.

L dw?) , dom*n?)
STy . e
(") L dim?n?)
odx ' dn
Solution:

1. Ceci n’est qu’une dérivée de puissance, puisque ’on dérive par rapport a la

5
méme variable que celle qui apparait dans I’expression. Alors % = 5y,

2. 11 faut utiliser la dérivée en chaine. Posons u = 3°. Alors

du_dudy __ydy
de  dydz Y

- d(ys) 44y
A = .
insi, e oY e
3. 1l faut utiliser la dérivée en chaine et la dérivée des produits. Alors
2,2 2 2
dm™n’) = d(m )n2 + mgM = 2mn? 4+ m? Qnd—n = 2mn? + 2m2nd—n.
dm dm dm dm dm
2,2
Ainsi, M = 2mn? + 2m2nd—n.
m dm

4. 11 faut utiliser la dérivée en chaine et la dérivée des produits. Alors

d 2,2 d 2 d 2 d d
(”;nn ) _ <dT;LL )n2 +m2 (dZ) _ 2m£n2 +m2(2n) = erﬂ% + 2m*n.
d 2,2 d
Alinsi, dm™n’) = 2mn? 22 + 2m?2n. u
dm dn

19. Implicite puisqu’il est impossible de connaitre explicitement la relation entre les
variables. Par exemple, si
x2 4 y2 — 1’
alors y = V1 — 22 ou y = —V1 — 22. Individuellement, ni I'une ni 'autre de ces deux
équations ne sont équivalentes a 1’équation originale : il faut les combiner pour retrouver
le cercle.
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Il est possible d’utiliser la dérivée implicite méme lorsque la variable dépen-
dante est exprimée explicitement en fonction de la variable indépendante.

Exemple 61 (DERIVEE IMPLICITE-EXPLICITE EXPLICITE-IMPLICITE) Calculer le
taux de variation de y = (8 — 23)%/* par rapport & .

Solution: Il nous faut trouver %. Mais nous ne savons pas calculer la dérivée d’une
puissance rationnelle. Puisque y = (8 — :c3)1/ 4 nous obtenons alors y* = 8 — 3.
C’est sur cette équation que nous allons oeuvrer. En dérivant implicitement par

rapport a x, nous obtenons

dy') _dE-=°) . gdy
I p d’ou 4y%——3x.
Alors
dy —32? B —322
dr— 4y*  4((8 - a3)/1)°
—3z2

1 3\—3/4 2

La dérivée implicite nous permet donc de calculer la dérivée de racines n-iemes. B

5.6.1 La dérivée d’une puissance entiere rationnelle

Il est possible de généraliser le résultat précédent. Un nombre rationnel est
un nombre de la forme ¢ = 2 ot p et r # 0 sont des entiers, négatifs ou

positifs.

Théoreme 13 Soient ¢ un nombre rationnel et g une fonction différentiable.
La dérivée de f(z) = g(z)? est f'(z) = q- g(x)7 ¢ (z).

Démonstration: Posons ¢ = £ et y = g(2)? = g(x)?/". Alors y" = g(x)".
En dérivant implicitement cette relation par rapport a x, et en utilisant le
théoreme 11 sur les dérivées de puissances entieres, nous obtenons

d(yr) d<g<$)p) N 1 dy —1
_ d Y () .
dx de ou Ty dz p-g(z)" g (@)
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En isolant %, nous obtenons

dy _ pgloyt o v g@r
G " or g d@=a (g(gg)p/r)r_lg( )
g(z)P!

I~ eme? (@)
g(;p)(P/’")(”_l)
= q-g(z)P V=@M g ()

= q-g(@)’" g (x) = q- g(z)" g (2),

ce qui termine la démonstration. |

Avec la notation de Leibniz, le théoreme 13 devient

Ceci nous permet de généraliser a ce qui suit.

Théoréme 14 Soient n un nombre rationnel (possiblement un entier positif
ou négatif) et g une fonction dérivable. La dérivée de f(z) = g(x)" est

f@)=n-g(x)" g (2).
Avec la notation de Leibniz, le théoreme 14 devient

_ 1
dz dz
Exemple 62 (DERIVEES DE PUISSANCES RATIONNELLES) Calculer la dérivée des
fonctions suivantes :
1. f(z) =223,

_ 14a'/2
Y= our1

h(B) =367 +282 + B + 1.
+
flz) = /2R
Solution: Nous utilisons le théoreme 14, ainsi que les théoréemes des sections
précédentes.

Ll

1. fl(x) = _%$—2/3—1 = —%x_5/3.
dy M (90 4 1) < (14 22NN 11271 (90 4 1) - (14 2/2)2
Cdr (22 +1)2 N (2x + 1)2

1x7 V220 + 1) — 2(1 + 21/2)
(22 4 1)? ’
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3. h/(,B) :3%51/371_1_2%61/271_1_14_0:572/3_*_671/2_1_1'

4. Posons g(z) = /% et h(x) = ”;Jgﬁ Alors f(z) = g(h(z)) et

f'(x) = g'(h(z)h'(x).

_ _ ~1/2
Mais ¢'(z) = £ 21/2, d’ott ¢'(h(zx)) = h(x)Q v : (Zg}f) . De plus,

V) (38 1 1) — (o + v/2) A2

B (z) = dz
(.CU3 + 1)2
(43 AE D) - (@ + V) (327
- (l‘3 + 1)2 :

23 +1\ 21+ L) (@B 1) — (2 + VE) (322)
Tt Ve @+ 1)2
Il nous est donc désormais possible de calculer les dérivées de toutes les fonc-

tions algébriques. Au chapitre suivant, nous discuterons des applications de
ces dérivées.

Alors f'(x) = % (

Exercices 5.6

’ (1-10) Déterminer les dérivées suivantes. ‘ (11-14) Trouver les fonctions colit margi-
12 nal, revenu marginal et profit marginal.
1. y= T .
x+17 11. C(x) = V100 + z + 22, R(x) = 25z.
2. y=V1+x+22 12, C(z) = 2004 203, R(z) 4
3. f(z) = (222 + 2)¥3(6z + 1). - Olw) =200+2va, Rlw) = 57
. fz) = (1722 — 33)%%/6, 13. C(z) =1-121, R(z) =257,
5. y= v +1 . 14. C(x) = (100x)~'Y/6 R(z) = 22
V1222 — 1
170 —3 \ /3 (15-18) Un objet se déplace selon s(t).
6. f(z) = ( Zi3rr2 ) Trouver sa vitesse.
7.y =z 42/ 4 2/3, 15 s(t) = (B + 2+t +1)V2(t - 1)V/2
8. y=(x+a? 423 x... 16. s(t) =t +1-(17t)"Y2,
cex (a4, 7. st 24+t—1
1 S EN o
9. f(a:): 1+ -, t°+t+1

t—1

3/4
10. f(z) = V22 — a2, 18. s(t) = ((t2 O - 1) '
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(19-22) Calculer le taux de variation de la
demande d(x) au point spécifié.

3
1—p— 2 3
20. d(z) = S

Vot — a5 — 26 o7
21. d(z) = 273/2,

T+

22. d(z) = pop

29. zy +ay? =2, P(2, —172‘/5).

30. xy+xy? =2, P(0,7).

(31-45) Calculer les dérivées implicites sui-

(23-30) Déterminer la dérivée implicite %
des fonctions suivantes, au point spécifié.

23. y?> +ay+ 22 =1, P(1,0).

24. Y’ +ay+a? =1, P(1,-1).
25. 2% + 2xy% +y =0, P(0,0).

26. 2% +2xy? +y =0, P(—1,1).
27. ot +2zy* +y =0, P(-1,-3).
28. wy + ay® = 2, P(2,—155).

vantesd (> + xzy + y) d (/A3
I ——————— 7 /
dr 39. ~ 7/

%9 d(y3+xy+y) dm
’ dy ’ d ( m4n3>
40, ——~.
a(5%) R
33, —~.
dov d (abc)
41.
a(5%) da
34. dg 49. M
d(zy+yz+zz) db
35 — =
dz d (abc)
36 d(zy+yz+xz2z) 43. de
S PR
d (abe)
44, ——=
a7, W o
gy dl@ytyztoz) . dO)
dw dx

5.7 Exercices supplémentaires

1. Déterminer ou les fonctions f, g, h
et k de la figure 5.2 ne sont pas

différentiables.

(2-21) Soient C' et R le coiit de produc-
tion et le revenu des ventes de x cas-
settes, respectivement, et C,(z) = %,
R, (z) = @ et P,(x) = Ry(z) — Cy(x),
lorsque z > 0, le colit unitaire, le re-
venu unitaire et le profit unitaire, res-
pectivement. Le cotit unitaire margi-
nal, le revenu unitaire marginal et le
profit unitaire marginal sont donnés
respectivement par C!,, R., et P/, lorsque
x > 0. Déterminer les fonctions colit uni-
taire marginal, revenu unitaire marginal
et profit unitaire marginal.

2. C(z) =100 + = + 2%, R(x) = 25x.

3. C(x) = 200+ 222, R(z) =0
4. C(x)=1—- =, R(z) = 2?
5. C(x) =100, R(J:) =z
6. C(x) =100+ z + 2?, R(z) = 25z.
7. C(z) =200 + 2z, R(z) = 0.
8. Cx)=1-—uz, R(x) = 22
9. C(z) =100 +x + 2%, R(x) = 2523.
10. C(z) = (200 + 222)3, R(z) =
11. C(x) =0, R(z) = 2 — 32".
12. C(z) =100 — 2%, R(z) = z? 4 100.
13. C(z) = (100+x—|—a: Y1723 — 2),
R(z) = 25z.
14. C(x) = 200 + 222,
R(z) = (2% — 3z)(2? + 1).
15. Clx)=(1—=x)(1+x),
R(z) = 2%(2% + 2).
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FIGURE 5.2 — Graphique des fonctions f, g, h et k.

_ 100 + z + 22

16. = = 25z.

6. C(x) 7 —a R(z) = 25z
z? — 3z

17. C(Z‘) = 1‘107 R(.’l?) = TH

18. C(z) = /100 + = + 22,

R(z) = 25z.

19. C(x) =200 4 2y/z, R(z) =

2 +1
20. C(z)=1-1, R(z) =297

21. C(z) = 100z~'Y/6, R(z) = 22

(22-29) La dérivée f'(a) n’existe pas si
f(a) n’existe pas. Mais ce n’est pas une
condition suffisante; f’(a) existe si et
seulement si }13}1 f(z) = f(a) et

L flath) — f(@)
h—0+ h
o Jleth) = f()
h—0— h
Déterminer si la dérivée des fonctions sui-
vantes existe lorsque x = 0.

22. f(x) = |x|.
23. f(z) = {x2 +5

11—z,

siz <0
siz>0"

22, siz <0

0, siz>0"

24. f(x) = {
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o, _ {;, siz<0 33. C(z) =1-1, R(z)=a?
0, siz=0 34. C(z) = 100, R( ) = 2525/7
96 _Ja? siz <0 35. C(z) = 100 + z + 22,
3, six>0" R(z) = 2% — 327,
Gx <0 36. C(z) = 200 + 222, R(z) = 22 + 100.
27. = Sr>0° 37. C(z) =1 -, R(z)=25z.
§iz<0 38. C(z) =100 + = + z*,
28. = { . . R(z) = (2% — 32 +2)(z2 + 1).
z+1, siz>0
39. C(z) = (200 + 222)3,
—2|, siz<0 R(z) = 2*(23 + 2).
2. f(r) = S o
|x+1\, siz >0 40. C(z) = (100 + = + 22)(1723 — z),
R(x) = 22,
(:.‘30-46) Déterminer .les fonctions coiit mar- 41, C(z) = 200 + 222, R(z) = 2523
ginal, revenu marginal et profit marginal.
42. C(z)=(1—=z)(1+=z), R(x)=0.
v/ 2
30. ggxg = V100 +z + a7, 43. C(z) = (1002)?, R(z) = 252°
2
31 C(x) =100 42 42 4. Cz) = 1004;7_“;41”3, R(z) = 0.
22 — 3z z
R@)=—5—7" 45. C(x) = 200 + 222, R(z) =0
32. C(z) = 200 + 222, R(x) = 252%/3. 46. C(z) = (1002)~2, R(z) = 25x.

% 48. Remplir la grille qui se retrouve a la page 165, a ’aide des indices fournis. Le chiffre
entre parentheses donne le nombre de chiffres apres la virgule dans la réponse, qui
est arrondie et inscrite dans la grille (un chiffre par case), sans la virgule Sila
réponse est négative, omettre le — Par exemple si 'indice est {3} + 7, il faut

inscrire 0833 dans la grille puisque 5 —|— z

7““0833

; si indice est {2} 1-3,il

faut inscrire 200 puisque 1 — 3 = —2 = —2.00.

Horizontalement

01.
04.
07.
10.
12.
13.
14.
16.

17.

18. Les 3 racines de la dérivée de f en ordre

B PO ) = (22)"
{0} £(2), f(z) = 9397 + 121.
R

{0} £/(900), f(w) = 22*/2 411

{3} %(1&),3;/ +3y +3y+322 + 23 = 13.

dy 2 _
{2} E(1771)7 TY" = 1.

{0} K tel que f/(30) =0, f(z) = $a® + K.

d 2 2
{1} ﬁ(47_%)7 3*5"!‘ L =1.

{0} £/(2), f(o) = 2T eodoto,

croissant, f(x) = z* + 2023 + 12422 + 192z.

20.

{0} £/ (v/2), f(x) = 237 — 666.

21.

Les 3 racines de la dérivée de f en ordre

croissant, f(r) = 3z* +32a: + 7222,

22.
23.

24.

26.
28.

29.

31.

32.
34.

35.

{2} (1), f(a) = ==

{2} (1), f2) = 2%/ 4227/ 4 1.
21/3\1/5

0} /'), 1) = s (2 + 9",

d
{1} ﬁ(l,l)’ 20y + 22y? 4 x3y3 = 22.

{3} 2 (4q) ¥* —2? =65,
{0} £/(1), f(z) = 148251,
{5} £(2), f(z) = Vot + 1.

{8} g,y v*/° + V3 =3,
{3} F/(2), f(z) = YEEHD,

2251
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FIGURE 5.3 — Grille pour la question 5.7.48.

Verticalement 15. {3} f'(v/2), f(z) = sz
17. {3} %(1 1y 2¢/2 +2y—m — 18z + 15 = 0.
oL (3} (0. 60) = (%) 19. {0} 1'( ), (@) =
02. {0} f/(1), f(@) = § (o “) 20. {0} £/(~obs ), £(@) = 1
03. {0} '(1), /(@) = 15 (a** +9)". 2. (3} (4. ) = (o - 4)"+
04 0) 110) /1) = & HE42) -8 20, () 1) 7 =
05.{0} f(1), f(=) = %(x +1)°. 25. {3} ¢ Cyrt6=0.
06. {0} £/(81), f(z) = $(2v/& +1)* + 192z. dI(” s )
08. {0} /(2), f(x) = —9*“1825;186”9 2743} maa WETVE =8
09, {0} £/(2), flx) = 21" sgizbsamos. 20.{2} %, ), 10y° + 10y + 70y — 212% — 60z = 9.
— 30. {0} £/(1), f(a) = iz (10 +4)° + 2
1 A5} /1), 7@) = /555 320} 1'(5), (@) = $5(a — 9)>.
13. {5} f'(2), f(@) = 75 3. {0 F (o) J0) = 2347







— Quelle impression cela t’a fait ?
— Ca m’a paru féérique, trop beau pour étre vrai. Je riais comme une folle. Un mois
apres, nous étions mariés. Mes parents avaient jugé tout naturel que je sois la maitresse
de Jean, mais ils ont poussé les hauts cris quand il a parlé de m’épouser. Ils ont tenté
de lui prouver qu’il était trop vieux, que j’étais trop jeune, <trop innocente>, méme !
Comment trouves-tu ¢a ? Mais c’est lui qui les a convaincus. Je voudrais savoir ce qu’il
a pu leur dire. Mon pere a di étre coriace : il ne pouvait se résigner a ce que je laisse
tomber math sup.
— Quoi ? dit Marie-Anne.
— L’année de mathématiques que j’avais commencé a la fac.

Marie-Anne éclata de rire.
— Quelle idée!

Emmanuelle eut ’air contrarié :

— Je ne vois pas ce que ¢a a de si drole. Je voulais étre astronome.

— EMMANUELLE ARSAN

Extrait d’ Emmanuelle : La Lecon d’homme.






Chapitre 6

Les applications de la dérivée

Au dernier chapitre, nous avons développé des techniques afin de dériver
toutes les relations algébriques qui existent, ¢’est-a-dire qu’il nous est désormais
possible de calculer I’équation de la droite tangente a la courbe définie par
n’importe quelle relation algébrique. Mais en quoi est-ce utile ? Peut-on résoudre
des problémes <intéressantss> a 1'aide de la dérivée ?!

6.1 L’accélération et les dérivées supérieures

Soit f une fonction.? La dérivée

dy _

— = ['(z)

dz
donne également naissance a une fonction. Il devrait donc étre possible de
la dériver de nouveau. La seconde dérivée de f, ou dérivée du deuxieme
ordre, est définie par

f”(ff) _ (f/)/ (l’) = lim f/(33 + h‘) _ f/(x)

h—0 h

1. La plus grande partie des notions théoriques ayant déja été présentée, ce chapitre ne
contient principalement que des exemples et des algorithmes vous permettant de résoudre
certains types de problemes. La pratique est de mise.

2. A moins d’avis contraire, nous ne considérerons désormais que des fonctions. Tous les
résultats obtenus, ainsi que les techniques présentées, se transférent aisément aux relations
en utilisant la dérivée implicite.

169
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La seconde dérivée calcule la pente de la droite tangente a la courbe de la
fonction dérivée. En général, il existe des dérivées de tout ordre.?

Exemple 63 (DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR)
1. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = 3. Calculer toutes les dérivées

de f.
Solution: La fonction est un polynome; il est donc facile de calculer les
dérivées :

fiw) = 3a°

ff(x) = 6z

i) =

) =

ff@) =0

A partir de la quatrieme dérivée, touteb les dérivées subséquentes sont nulles.
. Soit m? 4+ n?

dm

de

dm

dn = s 2 .
7n et 2. En dérivant ’équation par

Solution: Commencons par calculer
n et m, nous obtenons respectivement

2md—m—|—2n:0 et 2m+2nd—n:0,
dn dm

d’ou

dm n

o _ 6.1

- — (6.1)
et

dn m

/0 7 2

dm n (6.2)

Pour obtenir ¢ Sz et d 2z il suffit de dériver de nouveau (6.1) par n et (6.2)
par m, respectlvement Ainsi

2 dn,, . dm _ ,dm
dm__dnm g, M -—ngy (6.3)
dn? m?2 N m2 '
3. Avec la notation de Leibniz, les dérivées d’ordre supérieur s’écrivent d* 27 (Cilt; , etc...

On se sert parfois de chiffres romains pour indiquer la dérivée. Ainsi, fVH représente la
7—ieme dérivée de f.
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et

2 dm, _ ., dn _ o dn
dn:_dmn Mgy _ N~ Mgy (6.4)

dm? n? n2

En utilisant (6.2), (6.1) et m? 4+ n? = 4, nous obtenons

d?>m m?2 + n? 4 " d?n m? + n? 4
= — = —— e = — [ —
dn? m3 m3 dm? n3 n3’
ce qui sont les résultats cherchés. ]

Nous savons que la premiere dérivée du déplacement correspond a la vitesse.
Qu’en est-il de la dérivée de la vitesse ?

Exemple 64 (DERIVEE DE LA VITESSE) L’exemple 4 & la section 1.3.1 vous
propose un fou dans sa montgolfiere qui laisse tomber des boules de quilles; ces
dernieres ont parcouru

s(t) = 6t> m

apres t sec. La vitesse d’une boule de quille apres t secondes est donc donnée par
v(t) = §'(t) = 12t m/sec.

Cette derniere se déplace plus rapidement apres 2 secondes qu’apres 1 seconde;
ceci est du a la force gravitationnelle exercée par la planete sur la boule de quille.
Le taux auquel la vitesse change porte le nom d’accéleration; on le dénote par
a(t) ; ses unités sont des m/sec?.

L’accélération est donc la dérivée de la vitesse et la seconde dérivée de la
distance. Dans cet exemple, I’accélération de la boule est

a(t) = 12 m/sec’.

Vous remarquez dans cet exemple que ’accélération est une constante, et ne dépend
pas du temps, contrairement a la vitesse et au déplacement. Cette remarque est
toujours valide dans un probleme dit de <chute libre.> L’accélération (due a
Pattraction gravitationnelle de la Terre) est de 9.8m/ sec?. Puisque I'accélération
de la boule de quille est de 12m/ secz, il faut en conclure que le modele utilisé n’est
qu’une approximation de la réalité. |

En résumé,

a(t) =2 (t) =5"(t), vt)=45(t), a= 1 et v= e



172 LES APPLICATIONS DE LA DERIVEE

Il serait de plus possible de calculer la dérivée de I'accélération ; mathéma-
tiquement, cela équivaut a dériver le déplacement trois fois de suite. Cepen-
dant, nous ne connaissons pas de concept physique correspondant a cette
troisieme dérivée.

Exemple 65 (DEPLACEMENT, VITESSE ET ACCELERATION)

1. Supposons qu’un objet se déplace selon

t

ST s

lorsque t > 0. A quel instant est-ce que 'objet revient sur ses pas? Quelle
est sa position & ce moment ? Son accélération ?

Solution: A Dinstant ol I'objet revient sur ses pas, sa vitesse doit étre
nulle. Cependant, ce n’est pas suffisant ; en effet une vitesse nulle ne ga-
rantit pas que l'objet se retourne, mais seulement qu’il s’arréte. Pour qu’il
se retourne, sa vitesse doit subir un changement de signe; c’est-a-dire qu’il
doit étre en transition entre s’en aller (vitesse positive) et revenir (vitesse
négative), ou vice-versa. D’apres la définition de la vitesse, nous obtenons

. ds (P +5)—t2t) 55—+t
=G e @ioe

Ainsi v(t) = 0 lorsque 5 — t2 = 0, ou t = /5. Il est tout de suite possible
d’éliminer t = —+/5 puisque t doit étre plus grand ou égal & 0. Le seul
candidat est t = /5. Vérifions que la vitesse change effectivement de signe
a cet endroit :

5—t2

0<t<Vh < t?<5 < 0<5—-t? <= 0< ——
St<vs (t? +5)2

puisque (2 + 5)2 > 0 et

5—t2
5 <0

VE<t = 5<t? &= 512 <0 & —
(t245)

puisque (2 + 5)2 > 0. L’objet revient donc sur ses pas & cet instant. Notez
que
t(t? — 15)

a(t) = 2m.

4. Pourquoi ? Que ce passe-t-il si v # 07
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Ainsi

S(V5) = V5 V5

T (VBR+s 10

e G VBE? = 15) B

sont respectivement la position et 'accélération de I'objet a cet instant.

2. Supposons qu’'un palmier et un kangourou se déplacent en ligne droite selon
s1(t) = 4t — 2 et so(t) = 6t% — 13, respectivement. Quelles sont leurs vitesses
respectives lorsque leurs accélérations sont identiques ?

Solution: Il faut trouver les accélérations. Notez que

s1(t) = 4t — t*
vi(t) = sy (t) =4 —2t
ai(t) = vi(t) = =2

so(t) = 6t2 — t*
va(t) = sh(t) = 12t — 3¢
az(t) = vh(t) = 12 — 6t.

Si ai(t) = as(t), alors —2 = 12 — 6t. L’instant ou les objets ont la méme

accélération est donc t = %

Nous obtenons alors

v1(7/3) =4 —2(7/3) = —2/3 et v(7/3) = 12(7/3) — 3(7/3)> = 35/3.

Les deux objets se dirigent donc dans des directions opposées lorsqu’ils ont
la méme accélération, puisque les signes des vitesses sont différents. |

Exercices 6.1

(1-2) Supposons qu’un palmier et un kan-
gourou se déplacent respectivement selon
s1(t) = & + 42 + 1 et s(t) = 102 — 36t.

1. Quelles sont les accélérations respec-
tives du kangourou et du palmier
lorsque les vitesses sont identiques ?

2. Quelles sont les vitesses respectives
du kangourou et du palmier lorsque
les accélérations sont identiques ?

(3-6) Apreés un coup de canon, un boulet
est projeté dans les airs. Sa hauteur, en
metres, est donnée par h(t) = 2+650t—2.

3. Quand la vitesse du boulet est-elle de
100 m/sec?

4. Quand atteint-il sa hauteur maxi-
male ?

5. Quelle est cette hauteur ?

6. Quand l’accélération du boulet est-
elle positive ? Négative 7 Nulle ?



174 LES APPLICATIONS DE LA DERIVEE
| (7-8) Soit 5 = £ — 61> + 1. |13y =V
7. Déterminer s et v lorsque a = 0. 4. y=1.
8. Déterminer s et a lorsque v = 0. 15. f(x) = (2% + 1)L
— VT
(9-10) Soit s = 4t3/2 — 3t2. 16. f(z) = 257
— (9,2 5
9. Déterminer s et v lorsque a = 0. 17y = (227 + 1)°.
10. Déterminer s et a lorsque v = 0. 18. y= % + %z
19. f(z) = (x% +1)%/2.

(11-12) Soient deux particules se prome-

nant linéairement selon sy (t) = 3¢t —t+3

et so(t) = -1t +t+1, pour ¢t > 0.

20. f(z) = Va(z + 1)%

- (20-24) Déterminer les dérivées secondes
11. Montrer que les deux particules | g2y 42: a2y a2z %y of 2

n’entrent pas en collision. dz?’ dy?’ dady’ dedy’ dyde dydz
les cas suivants. ®

13. v +y=2.

4. Vo +y*=0.

15. 2y +zy? + 2 = 1.
22y+xy?+x=1.

dans

12. Pour quels intervalles de t se dirigent-
elles dans des directions opposées ?

(13-20) Déterminer les dérivées premieres,
secondes et troisiemes des fonctions sui-
vantes. 16.

6.2 Les taux liés

Dans le monde «réels, plusieurs quantités (variant en fonction d’autres quan-
tités indépendantes) peuvent étre reliées entre elles. Dans ce cas, les taux de
variation des diverses quantités sont aussi reliés entre eux.® Si 'on connait
le taux de variation de certaines quantités, il devrait donc étre possible de
calculer le taux de variation des autres, en autant que nous disposions d’assez
de renseignements afin de résoudre le probleme.

Exemple 66 (LA REVANCHE DES PHOQUES DE L’ARCTIQUE CONTRE L'EXXON
VALDEZ) Un paquebot troué perd de I’huile. Cette derniere s’echappe du bateau
en prenant la forme d’un cercle, dont le rayon augmente au taux constant de 2
m/sec. Afin de coordonner les efforts de nettoyage, il est important de connaitre le
taux auquel 'aire de la nappe d’huile augmente. Quel est ce taux lorsque le rayon
de la nappe est 60 m ?

Solution: Dans ce genre de probléme, il est toujours bon de commencer par faire
un diagramme de la situation, comme a la figure 6.1. Quelles sont les quantités qui
varient dans le probleme? Le temps certainement. C’est généralement la variable

6. D’ou taux liés.
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— 2 m/sec

FIGURE 6.1 — Diagramme de la nappe de pétrole.

indépendante. Dans ce cas-ci, les variables dépendantes sont le rayon r et l'aire
A de la nappe de pétrole, puisque ces deux quantités dépendent du temps. La
relation entre les variables est

A=mr?, (6.5)

puisque A est laire de la nappe de rayon 7.7 Ici, le rayon de la nappe d’huile
augmente a un taux constant de 2 m/sec. En étudiant les unités de cette quantité,
nous remarquons que c’est une vitesse ; et donc la dérivée d’une distance. La seule
distance étant le rayon, nous en venons a la conclusion que

dr

i 2 m/sec.

Il faut trouver le taux auquel 'aire A augmente lorsque » = 60 m ; c’est a dire qu’il

faut calculer
dA

dt
lorsque 7 = 60 m.® En dérivant implicitement la relation (6.5) par rapport au
temps, nous obtenons
dA  d(mr?) d(r?) dr dr

S a S e w Ty (6.6)

7. Puisque A et r dépendent de ¢, ces variables sont en réalité des fonctions A = A(t)
et 7 = r(t) et la relation prend la forme

At) = m(r(t)*.

C’est ce que 1'on sous-entend lorsque I'on écrit A = 72,

8. La dérivée en question est une dérivée par rapport au temps, et non par rapport a
I’aire ou au rayon.
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dr

Mais nous savons déja que r = 60 et que 4 = 2. En substituant ces valeurs dans

(6.6), nous obtenons

dA
— | =27(60)2 = 2407 m?/sec.
dt r=60

L’aire de la nappe de pétrole augmente donc & un taux de 240m m? /sec lorsque le
rayon de la nappe est 60 m. |

6.2.1 La marche a suivre

Tous les problemes de taux liés se résolvent comme suit :

1. Faire un diagramme de la situation, s’il est possible de le faire.
Introduire n variables qui représentent les quantités changeantes.
Trouver n — 1 équations reliant ces variables.

Exprimer les taux de variation en termes de dérivées de ces variables.

SO

Résoudre les équations en substituant les taux et variables connus.

Exemple 67 (TAUX LIES)

1. Une échelle de 17 m est appuyée contre le mur d’une église. Un chat est at-
taché au bas de 1’échelle. Il appercoit une souris (ou un mulot... je ne saurais
les distinguer) et se dirige vers celle-ci, a une vitesse constante de 2 m/sec.
Ceci faisant, il entraine ’échelle avec lui. A quelle vitesse est-ce que le haut
de ’échelle glisse le long du mur lorsque le bas de 1’échelle se retrouve a 8 m
du sol 7

Solution: C’est un probléeme de taux liés. Utilisons la marche a suivre.
1. La situation est représentée a la figure 6.2.

2. Soient z la distance entre le bas de I’échelle et le mur, et y la distance
entre le sol et le haut de 1’échelle.

3. Puisque le triangle formé par ’échelle, le mur et le sol est un triangle
rectangle, la relation

22 9% =177 (6.7)

découle du théoreme de Pythagore.

Dériver les équations obtenues en 3 par rapport a la variable indépendante.
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? m/sec
/i 17

— 2 m/sec

FIGURE 6.2 — Diagramme de 1’échelle contre le mur.

4. Si le bas de Iéchelle s’éloigne & une vitesse de 2 m/sec, x augmente &
un taux de 2 m/sec, c’est a dire fli—f = 2. La vitesse a laquelle le haut
de I’échelle s’approche du sol est donc %. De plus, lorsque = = 8, nous

devons avoir y = 15 puisque
y=+V17% — 22 = /289 — 64 = /225 = 15.

5. En dérivant (6.7) par rapport au temps, nous obtenons

dx dy
20— +2y— = 0.
Tar T
6. En substituant x = 8 m, y = 15 m et ‘é—f = 2 m/sec dans cette équation
nous obtenons

d
2(8) - 2 + 2(15)673; =0,

c’est-a-dire % = —% m/sec. ?
Alors, lorsque le bas de I’échelle se retrouve & 8 m du mur, le haut de ’échelle

glisse vers le sol a une vitesse de % m/sec.

2. Considérons un filtre a café en forme de cone possédant un rayon de 4 cm
et une hauteur de 16 cm. Si le café sort du filtre & un taux de 2 cm3/min
lorsque le café dans le filtre est a une hauteur de 8 cm, a quelle vitesse est-ce
que la hauteur du café dans le filtre diminue ?

Solution: Utilisons la marche a suivre.

1. La situation est représentée a la figure 6.3.

9. La vitesse est négative; ceci veut dire que dans la formulation du probléme, nous
avons supposé qu’une vitesse positive dirige un objet vers le haut.
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=t

? m/sec v

} 2 ¢cm?/min
FIGURE 6.3 — Diagramme du filtre a café.

4

Y

FIGURE 6.4 — Théoréme des triangles semblables.

. Soient x le rayon du cone de café dans le filtre, y la hauteur du café

dans le filtre et V' le volume de café dans le filtre.

. Puisque le café dans le filtre prend la forme d’un cone, la relation entre

les variables est )
V= gway, (6.8)

ol V est le volume du cone. En se servant du théoréme des triangles

semblables, voir figure 6.4, nous déduisons de plus que £ zlu oux = %

. Lorsque la hauteur du café dans le filtre est de 8 cm, le volume de café

dans le filtre diminue & un taux de 2 cm?/min, c’est & dire % = -2

lorsque y = 8. La vitesse a laquelle la hauteur du café varie dans le
filtre est %

. En dérivant (6.8) et = = 3 par rapport au temps, nous obtenons

av. ™ dx o dy

et
der  ldy

a _lay 1
dt — 4dt (6.10)
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6. En substituant y = 8 dans x

nous obtenons z = % = % =2

et la relation Z—f = i% demeure inchangée. En substituant ces deux
résultats, ainsi que ‘fi—‘t/ = —2, dans (6.9) nous obtenons
T dy dy
—2=— 4—= | =4n—,
3 ( dt> dt
c’est-a-dire % = —%. La dérivée est négative puisque le niveau du

café dans le filtre diminue.

Ainsi, lorsque la hauteur du café dans le filtre est 8 cm, le niveau diminue

au taux de 5 m/sec.
Us

Exercices 6.2

1. Supposons que z = z3y%, oll «

et y varient en fonction du temps.
Lorsque x = 1 et y = 2, x diminue
a un taux de 2 unités/sec, et y aug-
mente & un taux de 3 unités/sec. Quel
est le taux de variation de z a cet en-
droit ?

. L’aiguille des minutes d’une horloge

mesure 4 cm. Quel est le taux de va-
riation de 'aire du secteur démarqué
par D’aiguille et la verticale, en sa-
chant que laire du secteur sous-tendu
par un angle 0 est A = %7397 ou r est
le rayon du cercle.

. La nappe d’huile émergant d’'un pa-

quebot troué se propage de fagon cir-
culaire. Supposons que le taux de va-
riation de l'aire de la nappe, lorsque
aire est de 9 km?, est 6 km?/hr.
Quel est le taux de variation du rayon
de la nappe a ce point ?

. Un ballon sphérique se dégonfle de

sorte a ce que son rayon diminue
de facon constante a un taux de 15
cm/min. Quel est le taux de varia-
tion du volume du ballon lorsque son
rayon est 9 cm ?

5. Le volume d’un cube augmente a

un taux de 2 cm?3/min lorsque ses
arrétes mesurent 5 cm. Quel est le
taux de variation de sa surface 7

. Une caméra enregistre le lancement

d’un fusée de l’agence aérospatiale
néo-zélandaise (AANZ). Elle se
trouve a une distance de 3000 metres
de l'aire de lancement. Si la fusée se
déplace verticalement a un taux de
880 m/sec lorsque son altitude est de
4000 m, a quelle vitesse est-ce que la
distance entre la caméra et la fusée
augmente a cet instant ?

. Une station de radar suit le mou-

vement d’une fusée lancée verti-
calement par ’AANZ a Dexercice
précédent. La station se trouve a 5
km de 'aire de lancement. Quelle est
la vitesse verticale de la fusée lors-
qu’elle se retrouve a une hauteur de
4 km, et que le taux de variation de

la distance entre la fusée et la station
est de 2000 km/h ?

. Un réservoir d’eau conique possede

un rayon de 10 m et une hauteur de
24 m. Si l’eau entre dans le réservoir
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FIGURE 6.5 — Pente positive.

a un taux de 20 m®/min, & quelle Si % = 6 unités/sec lorsque la parti-
vitesse est-ce que le niveau de l'eau cule se retrouve au point (1,2), quel
augmente dans le réservoir lorsque le est le taux de variation de y a ce
niveau de 'eau est & 16 m? point ?

9. Du sable qui s’empile forme un cone 11. On verse du café a l'intérieur d’'une
dont la hauteur est toujours égale tasse ayant la forme dun cone
au diametre. Si la hauteur du cone tronqué & un taux constant de
augmente & un taux constant de 5 2 cm3 /sec. Si le haut de la tasse a un
m/min, quel est le taux de variation rayon de 4 cm et le bas de la tasse a
du volume de la pile lorsque la pile un rayon de 2 cm, et que la tasse a
mesure 10 m de haut ? une hauteur de 6 cm, & quelle vitesse

10. Une particule se déplace le long de la est-ce que le niveau du café augmente
courbe d’équation lorsque le niveau est de 3 cm ?
xy? 8
1+y2 5

6.3 L’optimisation d’une fonction

L’optimisation est fort probablement I’application la plus commune de la
dérivée. Si la pente de la droite tangente a une courbe quelconque en un
point particulier est positive, 'ordonnée (la hauteur) des points sur la courbe
doit augmenter lorsque ’abscisse augmente (sinon la droite ne serait pas tan-
gente), tout du moins est-ce le cas pres du point en question (voir figure 6.5.)
De méme, si la pente de la droite tangente a une courbe quelconque en un
point particulier est négative, 'ordonnée des points sur la courve doit dimi-
nuer lorsque 'abscisse augmente (voir figure 6.6.)

Les termes croissant (dénoté ) et décroissant (dénoté ) sont utilisés
pour décrire le comportement de la fonction dans les deux cas présentés ci-
haut. Ainsi, si la dérivée d'une fonction est positive en un point, la fonction
est croissante dans un voisinage de ce point; de méme, si la dérivée est
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FIGURE 6.6 — Pente négative.

FIGURE 6.7 — Extréma locaux.

négative, la fonction est décroissante. Que ce passe-t-il lorsque la dérivée est
nulle ? La fonction possede alors une droite tangente horizontale.

Les points ot la fonction passe de 7 a N\, ou vice-versa, sont les extréma
locaux de la fonction. 1 Ceci peut se produire de deux facons :

1. f'(z) = 0; c’est-a-~dire que la pente de la droite tangente est nulle.

2. f'(x) n’existe pas; c’est-a-dire que la pente de la droite tangente n’est
pas définie.

La figure 6.7 présente des exemples de chacune de ces situations.

Une fonction continue définie sur tout I’ensemble des réels admettant un
maximum ou un minimum global'* I'atteint & 'un de ces points. En vertu
de leur importance, les valeurs z € Dy ou f'(z) = 0 ou f'(z) n'existe pas
portent le nom de points critiques.

10. Maximum local lorsque la fonction passe de  a \,; minimum local lorsque la
fonction passe de \, a .
11. Une valeur maximale ou minimale.
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Lorsque la fonction n’est définie que pour un intervalle borné de valeurs
de x, il faut inclure les bornes lors de la recherche d’extréma globaux.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Pour obtenir la valeur maximale
(et/ou minimale) globale de f, il faut utiliser la méthode suivante.

1. Trouver les points critiques de f.
2. Evaluer fenx =aetx=>b, ainsi qu'aux points critiques trouvés en 1.

3. La plus grande (petite) valeur obtenue en 2 est le maximum (minimum)
global de la f.

Exemple 68 (OPTIMISATION D’UNE FONCTION) Trouver les extréma globaux des
fonctions suivantes.

L fz)=a%-322+3x—-1,0<x <2
2. g(z) = 32°/3 — 1522/3, 0 < .
Solution: Il suffit d’utiliser la marche a suivre.
1. Puisque f'(z) = 322 — 62+ 3 = 3(2? — 2x + 1) = 3(z — 1)2, le seul point
critique de f est = 1.'? En ajoutant les bornes a = 0 et b = 2, nous
obtenons le tableau suivant :

Lo Joji]2]

S [-1]o]1]
c’est-a-dire que f possede un maximum global lorsque x = 2 et un minimum
global lorsque = 0. Le graphique de f est présenté a la figure 6.8.

2. Puisque

2
¢(x) =5z*% 10073 =5 <m2/3 - 1/3> :
xr

alors ¢'(x) n’existe pas lorsque z = 0 et ¢'(z) = 0 lorsque

2
2/3
5(:6/ _x1/3> =0,
2/3

c’est-a-dire lorsque z</° = gﬂ% ou x = 2. Les points critiques de g sont alors
x = 0 et x = 2. Cependant, il n’est pas possible de se servir de la marche
a suivre pour déterminer les extréma globaux, puisqu’il n’y a pas de borne
supérieure b. Au plus nous savons qu’il y a peut-étre des extréma locaux en
x =0 et z = 2. Le tableau suivant nous permet de les identifier.

12. En effet, /(1) = 0.
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FIGURE 6.8 — Graphique de f(z) =23 —322 +32z - 1,0 <z < 2.

z=0 O<axr<?2 =2 2<zx
¢'(z) || n’existe pas — 0 +
g(x) H ‘ AW ‘ min. local ‘ Va
Puisque ¢’ passe de \,a " lorsque x = 2, la fonction g posséde un minimum
local & cet endroit. 13 ]

6.3.1 La marche a suivre

Les problemes d’optimisation ne sont pas toujours présentés de facon si
évidente. Pour résoudre un probléeme d’optimisation général, il faut suivre les
étapes suivantes.

13. Ce minimum est cependant bel et bien un minimum global. En effet, la fonction
est décroissante lorsque 0 < z < 2. Ainsi, g(x) > ¢(2) lorsque 0 < = < 2. De plus, elle
est croissante lorsque x > 2. Ainsi, g(z) > ¢(2). En somme, g(z) > ¢(2) pour tout x # 2
positif'; c’est dire qu’il y a un minimum global en x = 2. Il y a diverses fagons de démontrer
lexistence d’un minimum ou maximum global, comme nous venons de le voir.
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1. Faire un diagramme, s’il est possible de le faire.

. Introduire n variables pour représenter les quantités, ainsi que les bornes

inférieures et supérieures de ces variables.

. Touver n — 1 équations reliant ces variables.

. Exprimer n — 1 des variables en fonction de celle qui reste, en se servant

des n — 1 équations obtenues en 3.

. Introduire la quantité & maximiser /minimiser.

6. Exprimer cette quantité a ’aide d’une seule variable.

9.
10.

. Trouver les points critiques de la quantité a maximiser/minimiser se

retrouvant entre les bornes.

. Etablir une liste de candidats (points critiques entre les bornes +

bornes).
Evaluer la fonction & chacun des points dans la liste.

Répondre a la question.

Exemple 69 (OPTIMISATION)

1.

Un fermier désire construire un enclos rectangulaire dans 'un de ses prés
pour éviter que les lamas qui y brottent ne se sauvent. Il dispose de 2000
metres de cloture. Le femier aimerait que I'un des cotés de ’enclos se retrouve
au bas d’un escarpement (c’est-a-dire qu’il n’y placera pas de cloture). Pour
le comfort des pauvres bétes, il aimerait que chacun des cotés de I’enclos me-
sure au moins 10 metres. Quelle est I'aire maximale de I’enclos qu’il puisse
construire ?

Solution: Utilisons la marche a suivre.

1. La situation est représentée a la figure 6.9.

2. Les quantités qui changent dans le probleme sont les longueurs des cotés
de l’enclos. Soient x,y la longeur (en m) du c6té formé par I’escarpement
et par un des cotés perpendiculaire.. Physiquement, x et y doivent étre
des quantités toutes deux supérieures a 0. Cependant, le fermier désire
avoir x > 10 et y > 10.

3. La somme x + y + y = = + 2y représente la longueur totale des cotés
cloturés. 14 Puisque le fermier dispose de 2000 metres de cloture,

z + 2y = 2000.

14. Tl n’y a qu’un seul x puisque le c6té formé par I'escarpement ne requiert pas de
cloture.
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escarpement <~+— cloture

L

FIGURE 6.9 — L’enclos des lamas.

Cependant, z > 10. Dans ce cas 2000 = x + 2y > 104 2y, d’ou 2y < 1990
ou y < 995. De plus, y > 10. Alors 2000 = x + 2y > x + 2 - 10, d’ou
x < 1980. Ainsi, 10 <z <1980 et 10 < y < 995.

4. Puisque z + 2y = 2000, il est possible d’isoler = 2000 — 2y. %

5. L’aire de l'enclos est A = xy, puisque c’est un rectangle. Le fermier
aimerait maximiser cette aire.

6. Puisque x peut étre exprimé en termes de y, l'aire est donnée par
A= A(y) = zy = (2000 — 2y)y = 2000y — 2y°.

7. La dérivée de A(y) est A’(y) = 2000 — 4y. Les points critiques de A sont
donc les points ou 2000 — 4y = 0. Il n’y en a qu’'un : y = 500.

8. L’aire maximale sera atteinte dans un des cas suivants : lorsque y = 10,
y = 500 ou y = 995.

9. La fonction aire prend en ces points les valeurs suivantes :
|y | 10 | 500 [ 995 |
| A(y) || 19800 | 500000 | 9950 |
2 16

10. L’aire maximale de 'enclos est donc 500000 m?, ou 0.5 km?.

2. Afin de construire un mobile pour bébé, un ceintre de métal est utilisé. En
<dépliant> le ceintre, une tige de métal de 1 metre de longueur est obtenue.
Cette tige est ensuite coupée en deux parties. La premiere partie est tordue
pour former la circonférence d’un cercle, la seconde pour former un carré.
Ensuite, des feuilles de carton sont utilisées pour <couvrir> les formes. Afin
de s’assurer que le bébé puisse bien distinguer les composantes du mobile,

15. Il aurait aussi été possible d’isoler y = 1000 — 3.
16. Cela peut vous sembler bien petit, mais I’on pourrait aisément placer 500,000 hu-
mains dans cet enclos.
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circonférence du cercle périmetre du carré

L |

100 cm

FIGURE 6.10 — Le ceintre déplié.

il faut faire en sorte que le périmetres de chaque piece mesure au moins 15
cm. Supposons qu’un ceintre cotite 1.92$ et qu’une feuille de carton de 500
cm? cotite 1.00$. Quel est le cotit minimal de fabrication d’un mobile ?

Solution: Utilisons la marche & suivre.
1. La situation est représentée a la figure 6.10.

2. Les quantités qui changent dans le probleme sont la longueur de la premiere
partie, qui correspond a la circonférence du cercle, et la longueur de la
seconde partie, qui correspond au périmetre du carré. Soient x la longeur
(en cm) de la premiere partie et y la longueur (en cm) de la seconde. De
plus, les contraintes physiques du probleme imposent z,y > 15.

3. La somme z +y = 100 représente la longueur totale de la tige formée par
le ceintre déplié. Cependant, x > 15. Dans ce cas

100=2+y>15+y,
d’ou y < 85. De plus, y > 15. Alors
100 =2 +y >z + 15,
d’ou = < 85. Ainsi,
15<x<85 et 15<y <85

4. Puisque x 4+ y = 100, il est possible d’isoler y et d’obtenir y = 100 — x.

5. Soient r le rayon du cercle formé et a le c6té du carré formé. Ainsi

Co=2mr=x2 et Pi=4a=y,

d’ou r = % et a = %. Les aires du cercle et du carré sont alors
T \2 x? Y 2 y2
o= =Ty ar 0 ARTE TG 16
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L’aire totale des deux composantes est

2 2
x Y

A=A Ag = — + =

OtAn=1-"16
C’est cette aire (en cm?) qui doit étre remplie & 1'aide des feuilles de car-
ton. Puisqu’une feuille de carton de 500 cm? cotite 1.00$, 1 cm? de feuille
de carton cotite 0.002%. Le coiit de carton nécéssaire est alors 0.002A.
Mais il faut aussi acheter un ceintre. Le colit de fabrication d’un mobile

est donc

22 2
F=192+4+0.002(-—+=].
92 +0.00 <47r+ 16>
C’est cette fonction que 'on cherche a minimiser.

6. Puisque y peut étre exprimé en termes de x, le cout de fabrication est
donné par

2y 2 (100 — z)?
F=F(x)=19240.002 | — 4+ = | =1.9240.002 [ — + —— | .
(z) = 1.9240.00 <4ﬁ+16> 92-+0.00 <47T+ T )

7. La dérivée de F(z) est F'(z) = 0.002 (£ — 1%=2). Les points critiques
de F' sont donc les points ol

T 100 —z 0
2 8§
.. 100
In’yenaquun:z= -7
8. Le cout minimal de fabrication sera atteint dans un des cas suivants :
lorsque x = 15, = = 1&7077: ou x = 85.
9. La fonction cott de fabrication en ces points prend les valeurs suivantes :
100
-

[ F(z) [ ~2.86 [ ~2.62 [ ~3.00 |
10. Le cott de fabrication minimal d’un mobile est donc approximativement
2.628. 17

3. Une somme de 1200$ est investie dans un fond mutuel & risque élevé.
Pendant les trois premieres années, la valeur de l'investissement est donnée
par

18

V(t) = 1000 ((t —V2)? - 1)2/3 + 200.

17. Comparez ce prix avec le prix d’achat d’un mobile commercial. Ou va ’argent ?
18. Par un adepte de saut a corde bungie qui fait du parachute la nuit, par exemple.
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A quel instant la valeur de I'investissement est-elle minimale ? Maximale 7

Solution: Il n’est pas nécéssaire d’utiliser la marche a suivre. ' Ce probleme
revient & maximiser/minimiser la fonction V' sur 'intervalle [0, 3]. La dérivée
V' est donnée par

4000(t — v/2)
3 ((t— ﬂ)Q o 1)1/3-

Les points critiques de V' sont donc les endroits ou V'(t) = 0 et V'(t) n’est
pas définie. Dans le premier cas, t — v/2 = 0 d’ott t = /2. Dans le second,

V'(t) =

t—vV2?2-1=0 <= (t-—V2)?=1 <= t-V2=41 < t=V2+1.

Il y a donc trois points critiques : ¢t = V2 —1,t = V2 et t = V2+ 1. La
valeur minimale et la valeur maximale de V sont donc atteints en un des 5
points suivants :

t=0, t=v2-1, t=v2, t=v2+1, t=3.
L’investissement prend en ces points les valeurs suivantes :

Lt o lve-t[va2[ve+l] 3 |

| V() 1200 200 [1200] 200 [~1518.93 ]

Sur la période des trois premieres années, I'investissement atteint sa valeur

maximale apres 3 ans, et sa valeur minimale en deux instants distincts, soient
V2 — 120414 et /2 + 1 ~ 2.414 ans.

4. La somme de deux nombres est 25. Quel est le produit maximal de ces deux
nombres 7

Solution: Soient x et y les deux nombres. Puisque leur somme est 25, il
faut avoir
T +y=25.

Il n’y a pas de restrictions sur les valeurs de x et y. Le produit de ces deux
nombres est
P = zy.

Cependant, y = 25 — z. Ainsi,

P = P(z) =2y = 2(25 — z) = 25z — 2°.

19. En effet, le role de la marche a suivre est de préparer le probleme et de le transformer
de sorte a ce que les techniques présentées au début de cette section puissent étre utilisées.
Dans cet exemple, le probleme est déja préparé.



6.3 L’OPTIMISATION D’UNE FONCTION

189

La dérivée P’ est
P'(x) =25 — 2z.

Le seul point critique de P est alors x = 12.5. Il est impossible d’utiliser
la méthode présentée au début de la section puisque il n’y a pas de bornes
pour x. Cependant, le tableau suivant nous permet d’éclairer la situation.

<125 | =125 | x> 125
P'(x) + 0 -
P(x) H a ‘ max. local ‘ N

Il y a donc un maximum local en = 12.5. Puisque P’(x) > 0 pour tout
r < 125 et P'(z) < 0 pour tout x > 12.5, le maximum local est en
fait un maximum global. Le produit maximal des deux nombres est donc

P(12.5) = 156.25.

Exercices 6.3

1. Un fermier désire construire un en-
clos rectangulaire de 1000000 metres
carrés d’aire dans l'un de ses prés
pour éviter que les lamas qui y
brottent ne se sauvent. Quelles sont
les dimensions du rectangle qui mini-
miseront le périmetre de ’enclos ?

2. Quelles sont les dimensions d’une
boite de conserve cylindrique qui
contient 625 centimetre cubique de
confitures a la citrouille et qui utilise
le moins d’aluminium possible ?

3. Une feuille d’aluminium coftite 0.30$
le metre carré. Quel est le prix mi-
nimal d’une boite cubique pouvant
contenir 800 centimetres cubes de fa-
rine ?

4. La différence de deux nombres réels
est 10. Quel est le produit minimal
de ces deux nombres ?

(5-10) Une mince tige de métal est coupée
en trois morceaux. La premiere partie
est tordue pour former un cercle, la se-
conde un carré et la troisieme un triangle
équilatéral.

% 5. Si le périmetre du triangle est égal au
périmetre du carré, ou doit-on couper
la tige afin de maximiser laire totale
des trois figures ?

% 6. Sila circonférence du cercle est égale au
périmetre du carré, ou doit-on couper
la tige afin de maximiser l'aire totale
des trois figures ?

% 7. 8Sila circonférence du cercle est égale au
périmetre du carré, ou doit-on couper
la tige afin de minimiser 'aire totale
des trois figures ?

% 8. Sila circonférence du cercle est égal au
périmetre du triangle, ou doit-on cou-
per la tige afin de maximiser laire to-
tale des trois figures?

% 9. Sila circonférence du cercle est égal au
périmetre du triangle, ou doit-on cou-
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per la tige afin de minimiser ’aire to- 13. V(t) = 1000H%1.
tale des trois figures ?
14. V(t) = 2000—1000((t—+/2)2—1)2/3).
% 10. Si le périmetre du triangle est égal au ®) ((t=v2) )7)
périmetre du carré, ou doit-on couper

la tige afin de minimiser ’aire totale

’ (15-22) Optimiser les fonctions suivantes. ‘

des trois figures ? 15. f(z) = 22+ 2z 4 1, sur [—2,3).
(11-14) Une somme de 10008 est investie 16. f(x) = 3, sur [1,2].
dans un fond mutuel & risque élevé. Pen- 17. f(z) = %’ sur [—2, 1].
dant les trois premieres années, la valeur
de linvestissement est donnée par V/(t), 18. f(z) = (2® + 1), sur [0,4].
0 <t < 3. A quel(s) instant(s) la valeur de 19. f(z) = 2® + 2, sur [—1,10].
I'investissement est-elle minimale 7 Maxi- 9 9
male ? 20. f(x) = (x+1)*(x — 2)%, sur [-3,3].
11. V(t) = 1000(£> + 1)2/3, 21. f(z) = a'/? + 2z, sur [0,2].
12. V() = 1000(t — 1)*/3. 22. f(z) = 2'/? 4+ 52%/3, sur [-2,3].

6.4 L’étude de graphiques

Le but de cette section est d’apprendre a tracer le graphique de n’importe
quelle fonction algébrique.

6.4.1 Les asymptotes verticales et horizontales

Commencons par étudier la fonction définie par f(z) = i Son domaine est
Dy ={z eR:z #0}.

Parce que c’est une fonction algébrique, c¢’est aussi une fonction continue,
c’est-a-dire que

tant et aussi longtemps que a # 0. Qu’en est-il lorsque a =07

En général, le calcul d'une limite s’effectue en calculant les limites a
gauche et a droite. Le tableau suivant montre bien que la limite n’existe
pas, puisque ni la limite a gauche, ni la limite a droite n’existe.
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Lz | Yz [ = |1a]
T | 1 11
—0.1 | =10 | 01 | 10

-0.01 | =100 || 0.01 | 100
—0.001 | —1000 || 0.001 | 1000

A
0 0

? ?

Cependant, nous pouvons en dire un peu plus. Les valeurs de % augmentent
sans jamais atteindre de borne supérieure lorsque x se rapproche de 0 vers la
droite. De méme, les valeurs de % diminuent sans jamais atteindre de borne
inférieure lorsque x se rapproche de 0 vers la gauche. Nous dénotons ces
phénomenes par
1 1

lim — =400 et lim — = —o0. (6.11)

z—=0t T z—0- T
Les symboles 400 et —oo ne sont pas des nombres! Ils ne nous permettent
que de décrire le comportement de la fonction & un certain point.2° Graphi-
quement, le comportment de % dans un voisinage de 0 se présente comme
a la figure 6.11. La courbe ne peut traverser la droite z = 0 (I'axe des y)
puisque la fonction n’est pas définie en x = 0. Cette droite est une asymp-
tote verticale de -.

20. Cependant, il est possible d’effectuer un certain type d’arithmétique avec ces sym-
boles. Soit a € R. Les relations suivantes sont valides :

a + (£o0) = Foo, (+00) —a = +oo0, (2£00) - (£00) = 400, (£00) - (Foo) = o0,
(£00) 4 (£0) = o0, (+o0) — (Foo) = oo, _a 0,
+oo
et
+oo sia>0 +o00 +oo sia>0
a ' (:I:CXD) = . 9 —_— . .
Foo sia<0 a Foo sia<0

Cependant, les expressions suivantes sont toutes indéterminées :

+oo +o0

— 0 (£00).
Too! Too O ()

(+00) = (+00), (—00) = (—00),
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FIGURE 6.11 — Graphique de y = % pres de x = 0.

En général, la fonction f possede une asymptote verticale en z = a si

f(a) n’est pas définie et une des quatre relations suivantes est vérifiée :
lim f(z) =400, lim f(z)=-00, lim f(z)= 400, lim f(z)= —c0.
z—at z—at T—a~ T—a~
Une fonction possede souvent (mais pas toujours) une asymptote verticale la
ou son dénominateur est nul. En théorie, une fonction quelconque pourrait
avoir une infinité d’asymptotes verticales, 2! quoique ce ne soit pas le cas pour
les fonctions algébriques.

En effet, le dénominateur d’une fonction algébrique doit étre nul si la
fonction possede une asymptote verticale. Mais le dénominateur dune fonc-
tion algébrique est un polynome ou encore un polyndéme avec des racines.
Dans les deux cas, ce dénominateur a au plus un nombre fini de racines.

Exemple 70 (ASYMPTOTES VERTICALES) Trouver les asymptotes verticales des
fonctions suivantes.

1. f:R-R, f(z) =1
Solution: Le dénominateur est nul lorsque x = 1. Ainsi, s’il y a une asymp-
tote verticale, elle doit se trouver en x = 1. Pour vérifier s’il y en a une,
il suffit d’évaluer les limites a gauche et a droite. Posons © = x — 1. Ainsi,
lorsque z -1, u=2z—1—1—-1=0. Alors
1 1 .1

lim = lim —=-c et lim = lim — = 400,
z—=1-r—1 u—0— U z—1+x—1 u—0t U

selon (6.11). La fonction possede donc une asymptote verticale en x = 1.

21. La fonction cosec par exemple, que vous étudierez en trigonométrie.
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2. fiRoR, f(z) = &%.

Solution: Le dénominateur est nul lorsque z = 0. Ainsi, s’il y a une asymp-
tote verticale, elle doit se trouver en z = 0. Pour vérifier s’il y en a une, il
suffit d’évaluer les limites & gauche et & droite. Posons u = x2. Ainsi, lorsque
z—=0,u=2>—=0>=0. Deplus,siz -0, u=2>—0"Siz— 0t
uw=x>— 0. Alors

1 1 1 1

lim — = lim — =400 et lim — = lim — = +o0,
z—0— T u—0t U z—0t T u—0t U

selon (6.11). La fonction possede donc une asymptote verticale en z = 0.

. _ 1
Solution: Le dénominateur est nul lorsque x = 1 et x = —2. Ainsi, s’il
y a des asymptotes verticales, elles doivent se trouver en z = 1 et z = —2.

Pour vérifier si c¢’est bien le cas, il suffit d’évaluer les limites directionnelles.
x =1 : La fonction se ré-écrit

1 1
2+z2-2 (z—-1)(z+2)

Alors,

. 1 . 1 . 1 1 . 1
lim —— = lim lim = — lim .
esl- 12+ —2 es1—x—1) \as1-2+2 3am1-x—1

Mais cette limite a déja été évaluée a I'exemple 70.1. Ainsi,

1 1
lim .

MLy 3 ()=

selon la note en bas de page 20 du présent chapitre. De méme,

1
lim

——————- = T0Q.
a1t 22+ — 2 +

xz = —2 : La fonction se ré-écrit

1 1
2+z-2 (z—-1D(z+2)

Alors,

T 1 I 1 I 1 1 ’ 1
im ——mm— = im im =—= lim )
z——2- 22 +x—2 z——2- 1 —1 r——2— T + 2 3azs—2-x+2
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Posons u = x 4+ 2. Ainsi, lorsque . =& -2, u=24+2 — —-2+2=0:
. 1 1
lim = lim — = —o0,
z——2- T + 2 u—0— U
selon (6.11). Alors,
1 1
lim ———— =—--(—0o0) = +00,
e——2- 22+ 1 — 2 3 (=o0)
selon la note en bas de page 20 du présent chapitre. De méme,
li !
im ———— = —o0.
o2t 22+ — 2
La fonction possede donc des asymptotes verticales en x = 1 et x = —2.
: _ a1
Solution: Le dénominateur est nul lorsque z = 1 et x = —2. Ainsi, s’il
y a des asymptotes verticales, elles doivent se trouver en z = 1 et z = —2.

Pour vérifier si c’est bien le cas, il suffit d’évaluer les limites directionnelles.
x =1 : La fonction se ré-écrit
z—1 rz—1 1
2 +z—2 (x —1)(x + 2) T o2

lorsque = # 1. Alors,

. rz—1 . 1 1
lim ——— = lim .
—=1- 224+ -2 ss1-xz+2 3

De méme,
r—1 1
im ———— = —.
e+ 2 +x—2 3
Il n’y a donc pas d’asymptote verticale en z = 1.
x = —2 : La fonction se ré-écrit
x—1 z—1 1

24+z-2 (z-D(xz+2) x4+2

lorsque x # 1. Alors,
. r—1 .
lim ——— = lim
e-2- 241 —2 zoH-2-x+2

I

selon ’exemple précédent. De méme,

. z—1
lim ———— = 4o0.
-2t 22+ —2
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La fonction possede donc une asymptote verticales en z = —2.

. _ 3=
5. f:R =R, f(z) ="
Solution: Le dénominateur est nul lorsque z = 0. Ainsi, s’il y a une asymp-
tote verticale, elle doit se trouver en x = 0. Pour vérifier s’il y en a une, il
suffit d’évaluer les limites a gauche et a droite. Pour ce faire, commencons
par ré-écrire la fonction

3 - 3
x:7_1’
x x

lorsque = # 0. Ainsi,

im 2% — lim <3—1):3-(lim 1)—1.
r—0— T z—0— \ T z—0" T

Mais cette limite a déja été évaluée a I’exemple 70.1. Ainsi,

lim
x—0~ xT

=3 (—0)—1=—00,

selon la note en bas de page 20. De méme,

3
lim = 400
z—0t T

La fonction possede donc une asymptote verticale en x = 0. ]

Le concept d’asymptote horizontale est relié au comportement <éventu-
el> de la fonction. Par exemple, si on laisse tomber une balle de caoutchouc
sur une surface plane, la hauteur maximale de la balle diminue apres chaque
contact avec la surface. A la longue, cette hauteur s’approche de 0. Ainsi,
lorsque ¢t — +o00, h(t) — 0.2 Que ce passe-t-il dans le cas de la fonction

définie par 1723
x

22. Dans cet exemple, h(t) — 0%, c’est-d-dire que la hauteur de la balle est toujours
positive, et qu’elle se rapproche de plus en plus prés de 0. En pratique, la balle finit par
s'immobiliser, & cause de la friction et du transfert d’énergie a la surface plane.

23. Cette fonction est en sorte une fonction-étalon pour le calcul des asymptotes, verti-
cales ou horizontales.
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FIGURE 6.12 — Graphique de y = % lorsque z — +o0 et © — —o0.

Lz [ Ve | = | U |
-1 | -1 | 1
~10 | —01 | 10 | 01

—100 | —0.01 || 100 | 0.01
—1000 | —0.001 || 1000 | 0.001

I
0 0

—00 +00

Lorsque z devient tres grand, 1 se rapproche de plus en plus de 0 du haut. **
De méme, lorsque = devient tres petit (c’est-a-dire lorsque x — —o0), % se
rapproche de 0 du bas. Dans ce cas, la droite y = 0 est une asymptote
horizontale de % Nous dénotons ces phénomenes par

1
lim —=0" et lim = =07. (6.12)

Graphiquement, le comportment de % lorsque x — £00 se présente comme
a la figure 6.12.

Une fonction possede au plus 2 asymptotes horizontales, c’est-a-dire une
dans la direction positive et une dans la direction négative. Il est possible
que la fonction ne possede aucune asymptote horizontale, comme c’est le cas
pour la fonction définie par f(x) = z, ou encore qu’elle n’en possede qu'une

24. C’est-a-dire que la hauteur de % diminue vers 0.
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seule, comme c’est le cas pour % De plus, le graphique de la fonction peut
couper I'asymptote horizontale aussi souvent qu’elle le désire. 2°
En général, la fonction f possede une asymptote horizontale en y = L si
lim f(x)=1L ou lim f(z)= L.
r—>—00 T—+00

L’exemple suivant indique comment trouver les asymptotes horizontales d’une
fonction.

Exemple 71 (ASYMPTOTES HORIZONTALES) Trouver les asymptotes horizon-
tales des fonctions suivantes.

1. f:R=R, flz) = L.

r—1

Solution: Il faut calculer la limite lorsque z — —oo et lorsque  — +oo.

Posonsu=xz—1.Six — —oo,alorsu=2—1— —00— 1= —o0. Ainsi
lim = lim — =0,
r——o0o r — 1 u——00 U

selon (6.12). De méme,

1
lim =0.
z—4oo x — 1

La fonction possede donc une asymptote horizontale en y = 0.
2. f1RoR, f(z) = 5%.

Solution: Il faut calculer la limite lorsque z — —oo et lorsque  — +o0.
Posons u = x2. Si ¥ — —o0, alors u = 22 — (—00)? = +oc0. Ainsi
1 1

lim — = lim — =0,
T—>—00 I u—-+o00 U

selon (6.12). De méme,

T—+00 T

La fonction possede donc une asymptote horizontale en y = 0.
3. f:R—R, f(z) =22

Solution: Lorsque z — +00, 22 — +o00. La fonction ne possede donc pas
d’asymptote horizontale.

25. C’est une différence fondamentale entre les asymptotes verticales et horizontales :
dans le premier cas, nous étudions le comportment local lorsque la fonction n’est pas
définie, dans le second son comportement <a l'infinis.
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2_
4. f:R-R, f(z) = 325,

Solution: Il faut calculer la limite lorsque £ — —oo et lorsque x — +o00.
En substituant directement, nous obtenons

. 222 — 1 +oo—1
lim = ,
zo—cox?+1x—2 400+ (—00)—2

ce qui est une forme indéterminée puisque +00+ (—00) n’est pas défini, selon
la note en bas de page 20 du présent chapitre. Il faut donc essayer une autre
approche. Ré-écrivons la fonction

222 — 1 z2(2 - %) 2- 1%
= = , lorsque z # 0.
2?2 +r—2 221+1-3%) 141-3
Ainsi,
222 — 1 2—
lim = lim T
rz——oc0 ¢+ x — 2 ro—o0 ]+ - — 5
2 — lim
_1+lim%—lim%
. 2-0
C1+0-2-0
2
=2=2
1
De méme,
222 — 1

lim - =
=400 % +x — 2

La fonction possede donc une seule asymptote horizontale en y = 2.

5. f R R, f(2) = oy

Solution: Commencons par ré-écrire la fonction

T m% siz>0
lz| + 1 — siz <0
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Lorsque x — —o0, = < 0. De méme, lorsque z — 400, x > 0. Ainsi,

lim — = m ——:
T——00 ’x‘ +1 z——oc0 —x + 1

I *
= lim
T——00 gg(—l + %)
i 1
= lim T
x——o00 —] 4+ -
1
= = —1
-140
et
. ) x
lim —— = lim
z—+00 ’x| +1 z—+oo x + 1
: x
= lim ———~
z—+00 1-(1 + 5)
) 1
= lim —
r—+oo 1 4+ <
1
= — = 1
1+0
La fonction possede des asymptotes horizontales en y = —1 et y = 1. ]

Si la fonction f est une fonction rationnelle, c’est a dire qu’elle est définie

par
p(z)  apa™+ Ap_1 2"+ agr +oag

Jw) = q(z)  bpT™ + by x™ L by + by

il est facile de trouver ses asymptotes verticales et horizontales.

1. Factoriser le numérateur et le dénominateur de f et simplifier.
2. Lorsque le dénominateur de la fonction simplifiée est nul, f possede
une asymptote verticale.

3. Sin > m,iln’y a pas d’asymptote horizontale ; si n = m, f possede une
asymptote horizontale en y = I?TZ ;sin < m, f possede une asymptote
horizontale en y = 0.
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Exemple 72 (ASYMPTOTES DE FONCTIONS RATIONNELLES) Trouver les asymp-
totes verticales et horizontales des fonctions rationnelles suivantes.

. _ _3z2+41
Solution: Le numérateur p(z) ne se factorise pas, tandis que le dénominateur
q(x) devient (z — 1)(z — 2). La fonction ne se simplifie pas. Ainsi, f possede
des asymptotes verticales en x = 1 et x = 2. De plus,

degp(z) =2=n et degq(z)=2=m;

ainsi ap = 3, by = 1 et la droite y = 32 = 3

horizontale de f.

2. g:R%R,g(z):ﬁ%.

= 3 est la seule asymptote

Solution: Le numérateur p(x) est déja factorisé, tandis que le dénominateur
q(x) devient (z — 1)%. La fonction ne se simplifie pas. Ainsi, g posséde une
asymptote verticale en = 1. De plus,

degp(z)=1=n et degq(z)=2=m;
ainsi la droite y = 0 est la seule asymptote horizontale de g.

3. h:R >R, h(z) = &2

21"

Solution: Le numérateur p(z) devient z(z? — 1). Cependant, la fonction
se simplifie pour devenir

z(x? —1)

21 xz, lorsque z # —1,1.

Ainsi, h ne possede pas d’asymptote verticale. De plus,
degp(x) =3=mn et degq(zr)=2=m;
ainsi h ne possede pas d’asymptote horizontale.

4. k:R—R, k(z) = 225

Solution: Le numérateur et le dénominateur ne se factorisent pas; la fonc-
tion ne se simplifie pas. Le dénominateur n’est jamais nul ; la fonction k& ne
possede donc pas d’asymptote verticale. De plus,

degp(x) =3=n et degq(zr)=4=m;

ainsi la droite y = 0 est la seule asymptote horizontale de k. |
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Exercices 6.4.1

(1-20) Les limites suivantes n’existent pas.
Indiquer leur comportement a l’aide de

+o0.
1 1
1. li .11 L _
zg?f 2 -1 x—lgl* 2 —3x + 2
. 1 . 1
2. lim ———. 12. lim ———.
a1t 22 — 1 -1+ 12 — 31 + 2
5 1 y 1
. lim ———. - -
e R R My g
1 1
4. . i -
ss—1t+ 22 —1 14. lllgh 22 -3z +2°
A . x+1
5 1 — 15. 1 _.
Tl{él* (II2 z—l)r?_ 1‘2 — 3z + 2
.l . z+1
| — 16. 1 —_—
6 zgg+ x2 rlgl+ 2 —3x +2
-1 z+1
7. 1 —. 17. 1 _ .
zigh \/E atlgl* z2 — 3z +2
1 r+1
8. i . 18. lm ———.
oo vV—z soot 72 — 3z +2
3 rz—1
.l —_ 19. 1 _—
) Ilféh 21/3 xigl— 22 —3x +2
3 z—1
10. —_. 20. L _.
z—0- x1/3 oot 72 — 3% +2

(21-32) Trouver les asymptotes verticales
et horizontales des fonctions suivantes.

21, f(z) = ﬁ

22. f(z) = %

23. f(x) = ﬁw
2. f(z)= #_@12
2. flz) = — 11

2 —3x+2

241
26. flz) = xQQi?j;JrQ
27 f(x) = 2:!514

3
28 fl@) = ani ?jb:vl+2
20. f(z) = 2x‘fJ|r T
30. f(z) = Va.
31. f(x)= %
32. f(x) =2+

(33-50) Evaluer les limites suivantes, si
elles existent.

1 1
ol .41, 1
33 srto0 22 — 1 w100 22 — 3% + 2
1
, 1 42 lim ———.
34. lim — T e——oo 22 — 3 + 2
z——00 L2 —
-1
43. lim ——
2| z—+o0 12 — 3x + 2
35. lim — r—1
z—r+oo 72 44. llm ————m.
z——oco 22 — 3 + 2
6. him O g5 g Sl
T —00 T z—+oo 2 — 3x + 2
1
_ o 46, lim — 21
37. lim . z——oco 22 —3x + 2
400 222 + 4 2,1
A7 lim ——
. |z z—+oo 22 — 3z + 2
38. lim . 5
z——o00 212 4+ 4 A8 I ¢ +1
. lim ———.
] z——oco 2 — 3x + 2
x
39. I . 341
e 2 147 49, lim o
z—+oo 22 — 3z + 2
|| . 341
40. 50. 1 _.
et 22 1 4 e o 22 — 3z + 2
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6.4.2 Les intervalles de croissance

Supposons que f soit continue sur 'intervalle [c, d] et différentiable sur 'in-
tervalle J¢,d[. Si f'(x) > 0 pour un x €]c,d], il existe un intervalle [a, b] sur
lequel f est croissante. De méme, si f'(x) < 0 pour un z €]e, d[, il existe un
intervalle [« 5] sur lequel f est décroissante.

Les intervalles de croissance et de décroissance de f sont les unions
des intervalles ou la fonction est croissante, ¢’est-a-dire ou la dérivée est posi-
tive, et, respectivement, décroissante, c’est-a-dire ou la dérivée est négative.
Comme nous ’avons déja indiqué a la section 6.3, les points critiques de f
sont les points du domaine de f ou

— f'(z) =0, ou

— f'(z) n’existe pas.

En général, pour déterminer les intervalles de croissance et de décroissance
d’'une fonction algébrique, il suffit de calculer ses points critiques et ses
asymptotes verticales. L'intervalle entre deux de ces points consécutifs est
un intervalle de croissance ou un intervalle de décroissance.

Exemple 73 (INTERVALLES DE CROISSANCE ET DE DECROISSANCE) Trouver les
intervalles de croissance et de décroissance des fonctions suivantes.

1. f:R=R, flx) =2 —-22+71.

Solution: La dérivée de la fonction est f'(x) = 2z — 2. Par définition, la
fonction est décroissante lorsque f/(z) < 0, c’est-a-dire lorsque 2z — 2 < 0,
ou 2x < 2, ou encore x < 1. De méme, la fonction est croissante lorsque
f'(x) > 0, c’est-a-dire lorsque 2z — 2 > 0, ou 2z > 2, ou encore x > 1. Les
intervalles de croissance et de décroissance de la fonction sont donc

ILD. =] —o0,1[ et ILC.=]1,+o0].

Puisque la fonction passe de N\, a " lorsque z = 1, c’est la que 'on retrouve
le minimum de f.

2. f R R, f(z)=a3+1.

Solution: La dérivée de la fonction est f’(x) = 3x2. Par définition, la
fonction est décroissante lorsque f/(x) < 0, c’est-a-dire lorsque 322 < 0,
ou 22 < 0, ce qui n’est jamais le cas. De méme, la fonction est croissante
lorsque f'(x) > 0, c’est-a-dire lorsque 322 > 0, ou 2 > 0, donc lorsque x > 0
et < 0. Les intervalles de croissance et de décroissance de la fonction sont
donc

I.C. =] —00,0[U]0,4+00[ et ID.=ga.
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Puisque la dérivée ne change pas de signe en x = 0, il n’y a pas de maximum
ou de minimum (local ou global) a cet endroit.

fiR =R, flz) = 24,

Solution: La fonction f possede une asymptote verticale en x = 0; elle
n’est pas définie en ce point. La dérivée de f est

fizy = @D+,

X

Les points critiques de f sont donc z = —1 et = 1.%6 Le tableau suivant
donne les intervalles de croissance et de décroissance.

r<—-1]|lz=-1] -1<z<0|z=0|0<zx<]l |z=1|1<x

f(z) + 0 — - 0 +
f@) |/~ ] max | AV | AV. | N | mn | 7 |
Ainsi,
I.C. =] — o0, —1[U]1, 400 et L.D.=]-1,0[U]0,1].

Le signe de la dérivée est obtenu en évaluant f’(z) en un point représentatif
de chaque intervalle, puisque la dérivée ne change pas de signe dans un tel
intervalle ; par exemple, f/'(=2), f'(=1/2), f'(1/2) et f'(2). |

Exercices 6.4.2

(1-18) Trouver les points critiques et les in- 9. f(z) = 2z"ﬂr4'
tervalles de croissance et de décroissance 10 _
des fonctions suivantes. - flz) = \{E
L @) = g - flo) =7
2. f(z) =1 12. f(z) =2 +u
3. f(a:):m 13. f(z) =23+ x.
T — 13 T
4. f(@) = mhgs- 14, f(z) = 242,
5. f(z) = s 15. f(z) = (VT 4 )2
6. flz) = L. 16. f(z) =% +a?+a+1.
7. fla) = 55 17. f(z) = L&t2
3
8. f(a:):ﬂz_;wl_m. 18. f(z) = Va2 + .

26. Le point x = 0 n’est pas un point critique puisque ce n’est pas un point du domaine

de f.
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Concave vers le haut

Concave vers le bas

FIGURE 6.13 — La concavité d’une courbe.

6.4.3 Les intervalles de concavité

A laide de la premiere dérivée de la fonction f, il est possible de déterminer
les endroits ou la fonction est croissante ou décroissante. Cependant, elle ne
nous permet pas de déterminer la concavité de la courbe.?” Comme il est
possible de le voir a la figure 6.13, la pente de la droite tangente augmente
lorsque 'on se dirige vers la droite si la courbe est concave vers le haut. Mais
la pente de la droite tangente correspond a la premiere dérivée. Ainsi, f est
concave vers le haut en x = a, ce que I'on dénote par —, si f'(x) augmente
lorsque x = a, c’est-a-dire si f”(a) > 0, et f est concave vers le bas, ce
que l'on dénote par —~, en z = a si f'(z) diminue lorsque = = a, c’est-a-dire
si f"(a) < 0.

Les points du domaine de f ou la fonction change de concavité sont ap-
pellés points d’inflexion de la fonction.?® Supposons que f soit continue
sur Uintervalle [c,d] et deux fois différentiable sur l'intervalle |c, d[. Les in-
tervalles de concavité positive et négative de f sont les intervalles ou
la fonction est concave vers le haut, c’est-a-dire ou f”(x) > 0, et, respective-
ment, concave vers le bas, c¢’est-a-dire ou f”(z) < 0.

27. De fagon informelle, une courbe est concave vers le haut si elle «s’ouvre vers le
haut,> c’est-a-dire si la droite tangente a la courbe se retrouve sous la courbe. De méme,
une courbe est concave vers le bas si elle <s’ouvre vers le bas,> ou si la droite tangente &
la courbe se retrouve en haut de la courbe.

28. En général, pour qu’il se produise un changement de concavité en x = a, il faut que
f"(a) =0 ou f”(a) n’existe pas. Cependant, ce n’est pas une condition suffisante. Il peut
y avoir des endroits ol f”(a) = 0 mais la fonction ne change pas de concavité.
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En général, pour déterminer les intervalles de concavité d’une fonction
algébrique f, il suffit de trouver les points de son domaine ou f”(z) = 0
et ou f”(r) n’existe pas, en plus de ses asymptotes verticales. L’intervalle
entre deux de ces points consécutifs est un intervalle de concavité positive ou
négative.

Exemple 74 (INTERVALLES DE CONCAVITE ET POINTS D’INFLEXION) Trouver
les intervalles de concavité et les points d’inflexion des fonctions suivantes.

L. f:R=R, fla)=2?>—-22+71.

Solution: La deuxiéme dérivée de la fonction est f”(z) = 2. Par définition,
la fonction est concave vers le bas lorsque f”(z) < 0, ce qui n’est jamais le cas
ici. De méme, la fonction est concave vers le haut lorsque f”(z) > 0, c’est-
a-dire lorsque 2 > 0, ce qui est toujours le cas. Les intervalles de concavité
de la fonction sont donc

I.LB.=2 et ILH. =]—o00,+00l.

Puisque la fonction ne change jamais de concavité, elle ne possede pas de
point d’inflexion.

2. f:R—=R, f(z) =23+ 1.

Solution: La deuxieéme dérivée de la fonction est f”(x) = 6x. Par définition,
la fonction est concave vers le bas lorsque f”(x) < 0, c’est-a-dire lorsque
6x < 0, ou z < 0. De méme, la fonction est concave vers le haut lorsque
1" (z) > 0, c’est-a-dire lorsque 6 > 0, ou & > 0. Les intervalles de concavité
de la fonction sont donc

I.B. =] — 00,0 et I.H.=]0,+o0[.

Puisque la deuxieme dérivée passe de — a + lorsque z = 0, il y a un point
d’inflexion en z = 0.

3. fR R, fz) = 2+,

xT

Solution: La fonction f possede une asymptote verticale en x = 0; elle
n’est pas définie en ce point. La seconde dérivée de f est

1) = =

qui n’est jamais nulle ou indéfinie sur son domaine.
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r<0|lxz=0|0<2x
Fa ] — 1 0 | =
@l ~ AV =

Ainsi,
I.B. =] —00,0[ et LH.=]0,+o00.

Le signe de la dérivée est obtenu en évaluant f”(x) en un point représentatif
de chaque intervalle, puisque la dérivée ne change pas de signe dans un tel
intervalle ; par exemple, f”(—1) et f”(1). La concavité de la fonction change
en x = 0, mais puisque ce point ne fait pas partie du domaine de f, ce n’est
pas un point d’inflexion. [ ]

La dérivée seconde peut parfois étre utilisée afin de déterminer la nature d’un
point critique.

Théoréme 15 (TEST DE LA DERIVEE SECONDE) Soit 2o un point critique
de f. Si f"(x9) > 0, f atteint un minimum relatif en z¢; si f”(zo) < 0, f
atteint un maximum relatif en x,.

Si f"(xg) = 0 ou f"(zp) n’existe pas, le test de la dérivée seconde ne peut
étre utilisé.

Exercices 6.4.3

(1-18) Trouver les points d’inflexion et 8. f(z)=+z.
les intervalles de concavité des fonctions 9. flz)= 1
définies par les expresssions suivantes. ' Ve
_ 2
2 flz) =2l 11. f(z) =2° + .
z w3+x
4 f(@) = =5k 13. f(x) = (V& + )
_ = 14. =23 2 1.
5. f(z) = 52k f(z) xf+:c +a+
* 6 f(z) = L * 15. f(z) = L=
7. f(x):%. 16. f(z) = Va2 + x.
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6.4.4 La marche a suivre

Soit f : R — R une fonction. Si f’" et f” existent en un point et ne sont
pas toutes deux nulles, le comportement de la fonction originale dans un
voisinage de ce point est donné par le tableau suivant :

fa) || =] =] +]+
o[- [+[-[+
f@ NPT/

Nous sommes maintenant en mesure d’esquisser le graphique de toute fonc-
tion algébrique. 2

1. Déterminer le domaine de définition de f (endroits ou f est définie).

2. Trouver les asymptotes verticales de la fonction (comportement lorsque
f n’est pas définie).

3. Trouver les asymptotes horizontales de la fonction (comportement de
f aux extrémités).

4. Trouver les zéros de la fonction et 'ordonnée a 'origine (x = 0 et y = 0,
lorsqu’il est possible de le faire).

5. Trouver les points critiques (f'(z) = 0 ou f’(z) n’existe pas).
6. Trouver les <points d’inflexions (f”(z) = 0 ou f”(z) n’existe pas).

7. Séparer I’ensemble des réels en intervalles a I’aide des points trouvés en
2,5 et 6.

8. Créer le tableau des signes de f'(z) et f”(x) (en utilisant un point par
intervalle, au besoin) et déduire le comportement de la courbe.

9. Identifier les extréma (max/min) et points d’inflexion de f (points ol
f"(x) change de signe) et calculer la valeur de f en ces points.

10. Tracer la courbe.
Exemple 75 (CONSTRUCTION DE GRAPHIQUE) Esquisser les graphiques des fonc-

tions suivantes.

_ z?42
Ly="2=7

Solution: Utilisons la marche & suivre.

29. Le graphique ne peut étre exact, mais il prélservera les particularités <essen-
tielles> de la fonction.
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1. La fonction donnée par f(x) = % n’est pas définie lorsque le dénomi-
nateur z2 — 1 = 0, c’est-a-dire lorsque z = —1 et 2 = 1. Ainsi,
Dy =] — 00, —1[U] — 1, 1[U]1, +00].
2. Si la fonction possede des asymptotes verticales, elles doivent se retrouver
en r = —1 et x = 1. Puisque
. 2 + 2z . 2 + 2z
lim ——— = —o0, lim ——— = o0,
z——1- x4 —1 -1t % — 1
. x4 22 x4+ 2
lim ——— = —-00, lim —— = 400,

=1 x2—1 r—1t+ 2 —1

la fonction possede deux asymptotes verticales, en z = —1 et z = 1.

T

3 x
T \ -1 ) 1
3. Puisque
2 2
2 2
lim T A2 1= et lim Al 1,
z——o00 2 —1 z—to0 2 —1

la fonction posséde une asymptote horizontale en y = 1.

4. Les zéros de la fonction sont les valeurs z telles que f(x) = 0, ¢’est-a-dire
2 + 2z = 0. Ainsi, Zy = {—2,0}. L’ordonné a l'origine de f est obtenue
en substituant x = 0 dans f. Ainsi, Oy = {0}. Les points (—2,0) et (0,0)
sont donc sur le graphique.
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:\ s :\

Tl B T |
I I 3 T

x\l a\:l
5. La dérivée de la fonction est

—2(2? +x+1)

! _

f(.’IJ)— ([132—1)2 .

La fonction n’a pas de points critiques puisque 2 + = + 1 n’est jamais
nul. 30

6. La seconde dérivée de la fonction est

" 2(223 + 322 + 62+ 1
f (1‘) = ( (xQ_ 1)3 )

Le numérateur de cette fonction est nul lorsque
1
T = §(32/3 — 33 1) ~ —0.1811.

La valeur de la fonction & ce point est ~ 0.3405. Ainsi ~ (—0.1811, 0.3405)
est possiblement un point d’inflexion de f.

] |
{ 45
| |
| |
| |
e Ly T
- [ | o
I I 3
| |
| |
| |
| |
| |
| |
r=—-1 =1
7. Les points utilisés dans la partition de R sont
—1,-0.1811...,1.
30. Les points £ = —1 et £ = 1 ou le dénominateur est nul ne sont pas des points

critiques puisqu’ils ne sont pas dans le domaine de f.
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% :
l 5
e N\ y=1
T~ :
' | l 3 T
xlz—l xlz
FIGURE 6.14 — Graphique de la courbe y = x;{%’”.

8. Le comportement de la courbe est donc donné par le tableau suivant :
r=-—1 r ~ —0.18 r=1
F@ = *x |- = 1-1 x |-
PO - x [+ 0 -1 x [+
f@) [ N] AV. [ \] INFL. [ N]AV. | \(|

9. La fonction posséde donc un point d’inflexion en x ~ —0.1811.

10. Le graphique est présenté a la figure 6.14.

_ z2—4
2. y=2=t

Solution: Utilisons la marche & suivre.

1. Lafonction donnée par f(z) = ””; ;14 n’est pas définie lorsque le dénominateur
x4+ 1 =0, c’est-a-dire lorsque x = —1. Ainsi,
Dy =] — o0, —1[U] — 1, 400].

2. Si la fonction possede une asymptote verticale, elle doit se retrouver en
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x = —1. Puisque
. 2 —4 . 2 —4
lim = 400, im = —o0,
z——1- T +1 z——1+ x+1
la fonction possede une asymptote verticale, en x = —1.
3. Puisque
. oa?—4 . oa?—4
lim =—00 et lim = 400,
z——o00 x + 1 z—+oo x+ 1

la fonction ne possede pas d’asymptote horizontale.

4. Les zéros de la fonction sont les valeurs z telles que f(x) = 0, ¢’est-a-dire
2% —4 = 0. Ainsi, Zy = {-2,2}. L'ordonné a l'origine de f est obtenue en
substituant = 0 dans f. Ainsi, Oy = {—4}. Les points (—2,0), (0, —4)
et (2,0) sont donc sur le graphique.

5. La dérivée de la fonction est

2420 +4

f@) =7

La fonction n’a pas de points critiques puisque x? + 2z + 4 n’est jamais
nul. 3!

6. La seconde dérivée de la fonction est
—6

f(x) = @)

Le numérateur de cette fonction n’est jamais nul. Il n’y aucun point du
domaine de f ou la seconde dérivée n’existe pas.

7. Le seul point utilisé dans la partition de R est —1.

8. Le comportement de la courbe est donc donné par le tableau suivant :

r<—-1|loz=-1|-1<zx
() + X +
f"(x) + X -
f@ 7 T AV. | |

9. La fonction ne posseéde ni maximum, ni minimum, ni point d’inflexion.

10. Le graphique est présenté a la figure 6.15.

31. Le point z = —1 ou le dénominateur est nul n’est pas un point critique puisqu’il ne
se retrouve pas dans le domaine de f.



212 LES APPLICATIONS DE LA DERIVEE

ot
)

r=—1

. _ z?2-4
FIGURE 6.15 — Graphique de la courbe y = ol

3. y=a>—22—3.

Solution: Utilisons la marche & suivre.

1. La fonction donnée par f(z) = 22 — 2x — 3 est toujours définie. Ainsi,
Df :] — 00, —|—OO[.

2. Puisqu’elle est toujours définie, elle ne possede pas d’asymptote verticale.

3. Puisque f(z) = 2% —2r -3 = % est une fonction rationnelle dont
le degré du numérateur est plus grand que le degré du dénominateur, la
fonction ne possede pas d’asymptote horizontale.

4. Les zéros de la fonction sont les valeurs z telles que f(x) = 0, c’est-a-dire
2? — 2x — 3 = 0. Puisque 2% — 22 — 3 = (x + 1)(z — 3), Z; = {-1,3}.
L’ordonné a l'origine de f est obtenue en substituant x = 0 dans f.
Ainsi, Oy = {—3}. Les points (—1,0), (0,—3) et (3,0) sont donc sur le
graphique.
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D.

9.
10.

La dérivée de la fonction est
f(z) =2z —2.

La fonction posseéde un point critique lorsque f’(z) = 0 ou f’(z) n’existe
pas, c’est-a-dire lorsque = = 1. Le point (1, —4) est sur le graphique de
f- I n’y a aucun point ot f’(x) n’existe pas.

La seconde dérivée de la fonction est f”(x) = 2, qui est toujours positive
et définie.

Le seul point utilisé dans la partition de R est 1.

Le comportement de la courbe est donc donné par le tableau suivant :

r<l|xz=1|1<zx
f'(x) || - 0 +
f"(x) + + +

f@) ] N [MIN. | /|
La fonction posseéde un minimum local en x = 1.

Le graphique est présenté a la figure 6.16.

4. y=az(x—1)3

Solution: Utilisons la marche & suivre.

1.

La fonction donnée par f(z) = z(z — 1)® est toujours définie. Ainsi,
Dy =] — 00, +00].

Puisqu’elle est toujours définie, elle ne possede pas d’asymptote verticale.

Puisque f(z) = z(z — 1)3 = M est une fonction rationnelle dont
le degré du numérateur est plus grand que le degré du dénominateur, la
fonction ne possede pas d’asymptote horizontale.

Les zéros de la fonction sont les valeurs x telles que f(z) = 0, c’est-a-dire
z(z —1)® = 0. Ainsi, Z; = {0,1}. L’ordonné a lorigine de f est obtenue
en substituant z = 0 dans f. Ainsi, Oy = {0}. Les points (0,0) et (1,0)
sont donc sur le graphique.

La dérivée de la fonction est

f'(z) = (4o — 1) (z — 1)2

La fonction possede des points critiques lorsque f'(z) = 0 ou f/(z)
n’existe pas, c’est-a-dire lorsque z = i et x = 1. Les points (%,—%)

et (1,0) sont donc sur le graphique de f. Il n’y a aucun point ou f’(z)
n’existe pas.
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Y,

FIGURE 6.16 — Graphique de la courbe y = 2% — 2z — 3.

6. La seconde dérivée de la fonction est

f'(@) =6(2z — 1)(x - 1),

qui est toujours définie. Les endroits ou f”(z) = 0 sont x = % et x = 1.

Les points (3, — 1) et (1,0) sont donc sur le graphique.
7. Les points utilisés dans la partition de R sont

11
R 1.
472
8. Le comportement de la courbe est donc donné par le tableau suivant :
x<i m:i i<x<% x:% %<m<1 r=1|1<x
@) | = 0 + + + + +
f"(z) + + + 0 - 0 +
fle) |\ ] MIN. | / |INFL.| ~ |INFL.| _ |
9. La fonction possede un minimum local en x = %, et deux points d’inflexion

enaz:%etle.

10. Le graphique est présenté a la figure 6.17.
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Y,

—e
HV

FIGURE 6.17 — Graphique de la courbe y = z(z — 1)3.

5. y = a® + 322 + 5.

Solution: Utilisons la marche & suivre.

1. La fonction donnée par f(z) = 2 + 322 + 5 est toujours définie. Ainsi,
Dy =] — 00, +00].

2. Puisqu’elle est toujours définie, elle ne possede pas d’asymptote verticale.

3. Puisque f(z) = 23 +32%+5 = % est une fonction rationnelle dont
le degré du numérateur est plus grand que le degré du dénominateur, la
fonction ne possede pas d’asymptote horizontale.

4. Les zéros de la fonction sont les valeurs z telles que f(x) = 0, ¢’est-a-dire
23+ 3224+ 5=0.1l y a un seul zéro,

(28 +12V5)1/3 2 B
2 (28 + 12¢/5)1/3

1 ~ —3.4260.
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Ainsi, Zy = {—3.4260}. L’ordonné a I’origine de f est obtenue en substi-
tuant z = 0 dans f. Ainsi, Oy = {5}. Les points (=~ —3.4260,0) et (0,5)
sont donc sur le graphique.

5. La dérivée de la fonction est
f(z) = 3z(z + 2).

La fonction possede des points critiques lorsque f'(z) = 0 ou f/(x)
n’existe pas, c’est-a-dire lorsque © = —2 et x = 0. Les points (—2,9)
et (0,5) sont donc sur le graphique de f. Il n’y a aucun point ot f/(x)
n’existe pas.

6. La seconde dérivée de la fonction est
f(x) =6(x + 1),

qui est toujours définie. Le seul endroit ou f”(x) = 0 est x = —1. Le
point (—1,7) est donc sur le graphique.

7. Les points utilisés dans la partition de R sont
-2,-1,0.

8. Le comportement de la courbe est donc donné par le tableau suivant :

< -2 |z=-2| 2<z<—-1|z=-1]| -1<2z<0 | z=0]|0<cz
f'(x) + 0 - - - 0 +
f" (=) - — — 0 T T T
f@) | 7 ] MAX. | N\ [ INFL. | \ [ MIN. [ /]
9. La fonction possede un maximum local en x = —2, un point d’inflexion
en x = —1 et un minimum local en x = 0.
10. Le graphique est présenté a la figure 6.18. |

En théorie, il est possible de tracer le graphique de toute fonction algébrique.
En pratique, il peut s’avérer tres difficile de trouver les points critiques et
les points d’inflexion de la fonction si elle est composée de polyndomes dont
le degré est élevé. Le probleme devient alors un probleme de recherche de
racines.
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s

£ 20

FIGURE 6.18 — Graphique de la courbe y = 2% + 322 + 5.

Exercices 6.4.4

(1-18) Esquisser les graphiques des fonc-
tions suivantes.

1. f(x) = ﬁ

2. f(x)= m
3. fz)= #_;4-2
* 4 f2) = 25

5. f(2) = Va.

6. f(r) =22+

I =

8. f(z)=2*+x

9. f(z) = da — 324/5.
10. f(z) = (x — 4)/3.
11. f(z) = 2z + 322/
12. f(x) =1—22/5.

13.
14.
15.
16.
17.

* 18.

flx)y=2>+=z
3
flo) =

flx

fl@)y=23+22+zx+1
N

() = 5.

(19-22) Tracer le graphique de la valeur des
investissements suivants, sur [0, 3].

19.
20.
21.

22.

<

v
v

v

(t) = 1000(t% + 1)%/3.

(t) = 1000(t — 1)*/3.

(t) = 100055 -

(t) = 2000—1000((t—+/2)%—

12/9).
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23. Tracer le graphique d’une fonction possédant les propriétés suivantes.

x—1>i£nl_ f(z) = 400, x_l)iznﬁ fx) = —oo0, Jim flz) = -2, mlirfoof(x) — too;
f(=12)=-1, f() =1, f(2)=0, [f(3)=-L
[z Ja<-1]-1<z<1]1<z<2[2<z<3[z>3]
f'(x) + + — = n
f‘//(x) + — — + —

24. Tracer le graphique d’une fonction possédant les propriétés suivantes.

’ T HJ:<—1\—1<x<1\1<m<2\2<x<3\x>3‘
7@ |+ - - = [ -
@ [+ = T + =

25. Tracer le graphique d’une fonction possédant les propriétés suivantes.

’ x HJ;<—1 “l<r<l |1<x<?2 2<x<3\x>3‘
F@ | - - + — +
@ |+ - + + -

6.5 L’élasticité de la demande

En général, la demande pour un bien est affectée par le prix auquel il se vend.
Mais tous les biens ne sont pas affectés de la méme fagon.

Discussion Supposons que le gouvernement canadien décide d’augmenter les taxes
sur le tabac et ’alcool. Que ce produira-t-il selon vous? Est-ce que le gouverne-
ment fera bonne ou mauvaise affaire ? Et si le gouvernement haussait les taxes sur
les véhicules tous-terrains ?

L’élasticité de la demande mesure la variation de la demande en fonction
du prix pour un bien particulier. Lorsque la quantité de la demande varie
substantiellement en fonction du prix, la demande est élastique, lorsqu’au
contraire elle varie peu en fonction du prix, la demande est inélastique.

Exemple 76 (ELASTICITE DE LA DEMANDE)

1. La demande pour un concert de Taylor Swift est inélastique au prix : ses
“vrai fans” se procureront des billets peu importe le prix auquel elle les vend,
puisqu’il n’y a pas de substitut.

2. La demande en ordinateurs portatifs est inélastique au prix. En effet, peu
importe le prix moyen d’'un PC, le nombre d’unités vendues demeurent sen-
siblement le méme. Cependant, la demande en ordinateurs portatifs d’une
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compagnie particuliere est élastique au prix. Par exemple, si IBM décide
d’augmenter drastiquement le prix de ses PC, la demande pour un IBM di-
minuera drastiquement puisque plusieurs consommateurs se procureront un
Mac a la place. |

En général, si un bien est considéré essentiel, sa demande est inélastique
au prix, tandis que s’il est considéré superflu (ou s’il existe un substitut) sa
demande est élastique au prix. L’élasticité de la demande n’est pas seulement
une propriété du bien en question, c¢’est aussi une propriété de la société de
consommation. Par exemple, la demande en Vegemite est inélastique au prix
en Australie, et elle I’est aussi au Canada, mais pas pour les mémes raisons. 32

Il n’en demeure pas moins que le concept de I’élasticité de la demande est
un peu vague ; en effet, sa définition repose sur les termes substantiellement
et peu, dont la signification est floue.

Soient D; la demande d’un bien associée au prix P; et Dy la demande
associée & P,. Ainsi

P+ P Dy + D,

AP:PQ_PD AD:DQ_Dlu Pmoy: 9 ) Dmoy: 9

représentent la variation du prix, celle de la demande, le prix moyen et la
demande moyenne. Le pourcentage de variation de la quantité demandée
divisié par le pourentage de variation du prix, ou

" AD/Dpey  AD Py
Moy = AP/ Paoy AP Dioy’

(6.13)

est I’élasticité moyenne 7,,,, de la demande en D, et Pyoy.

Exemple 77 (ELASTICITE MOYENNE) Reprennons les données de I'exemple 34.1.
Nous avons alors Dy = 405, Dy = 225, P; = 350, P, = 600, d’ou

AP =250, AD = —180, Punoy =475, Doy =315

et
—180 475 342
= 20— N 1,09
moy =950 315~ 315
Ainsi, Iélasticité moyenne de la demande de bicyclettes lorsque le prix moyen
d’une bicyclette est 475% et sa demande moyenne est 315 est ~ —1.09. ]

32. Si vous avez déja mangé de cette dégeulasserie, vous savez pourquoi.
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Qu’est-ce que cela peut bien vouloir dire? Si |mey| < 1, la demande est
inélastique. Si |[fmoy| > 1, elle est élastique. ** Ainsi, la demande pour une
bicyclette est élastique au prix.

L’¢élasticité moyenne est analogue a la vitesse moyenne en ce qu’elle ne
calcule pas I’élasticité instantanée de la demande, elle n’en donne qu’une
approximation.

Soit D = D(P) la demande d’un bien en fonction du prix P. Supposons
que D soient continue et différentiable. La variation de la demande lorsque
le prix varie de P a P+ AP est AD = D(P + AP) — D(P). L’élasticité
moyenne est donc donnée par

AD *8E D(P+AP)-D(P) 2P+ AP

moy = Ap " ZD1AD AP 2D+ AD’

Lorsque AP — 0, alors

AI}DIEO AD = AI}DIEO (D(P+AP)—D(P))=D(P+0)—D(P)=0

et 1’élasticité moyenne de la demande devient

1=l s
. (D(P +AP)~D(P) 2P+ AP)
AP0 AP 2D+ AD
_ o, D(P+AP)-D(P) . 2P+ AP
APS0 AP AP—02D + AD
, 2P , P
DI(P)- 55 = D'P) 5

ce que I'on nomme ’élasticité (instantanée) de la demande. La demande
est parfaitement inélastique, inélastique, élastique, et parfaitement élastique
selon que |n| est 0, entre 0 et 1, supérieure a 1, et oo.

Exemple 78 (CALCUL DE L'ELASTICITE DE LA DEMANDE) Quantifier ’élasticité
de la demande dans les cas suivants.

1. D(P)=100—4P, P = 12; 3. D(P)=P% P=12;
2. D(P) = 3%, P =12; 4. D(P) = $&4, P=12.

33. Si moy = 0, la demande est parfaitement inélastique. Si nmoy = F00, elle est
parfaitement élastique.
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Solution: Il suffit tout simplement d’utiliser la formule pour 7.
1. Dans ce cas, D'(P) = —4, d’ou

_ 4 P . 25
T=T 00—4P T T T P25
Lorsque P = 12, n = —12 et la demande est inélastique.
n 13
2. Dans ce cas, D'(P) = —%, d’ott
B 200 P B P
T (P12 200/(P+1) P+l
Lorsque P =12, n = —% et la demande est inélastique.

3. Dans ce cas, D'(P) = 2P, d’ou

P
Lorsque P = 12, n = 2 et la demande est élastique.

4. Dans ce cas, D'(P) = ﬁ, d’ont

1 P 1
" Pr1? PP+ P+l

Lorsque P =12, n = % et la demande est inélastique. |

En terminant, voici une liste de certain biens dont ’élasticité de la demande
a été classifiée [8].

’ Bien \ n ‘
Métaux 1.52
Meubles 1.26
Automobiles 1.14
Services professionels | 1.09
Transports 1.03
Electricité 0.98
Huile 0.91
Boissons 0.78
Tabac 0.61
Vétements 0.49
Livres 0.34
Charbon 0.32
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Exercices 6.5

(1-4) Répondre aux questions suivantes en
consultant la table a la page précédente.

1.

Est-il plus probable que le prix de I'or
ou que le prix du charbon augmente
de 15 % ?

. Si le gouvernement canadien aug-

mente les taxes sur un paquet de ci-
garettes, ramassera-t-il plus d’argent
que si il les laisse fixes ?

Si OC Transpo augment le prix d’'un
billet d’autobus par 1%, la compagnie
fera-t-elle plus d’argent que si le prix
du billet reste fixe?

. D’apres vous, qu’est-ce qui explique

que la demande d’huile est plus

élastique que la demande de char-
bon?

(5-8) Quantifier I’élasticité de la demande
dans les cas suivants.

5

6
7
8
9

D(P) = P> — 5.
D(P) = 4.
D(P) = P~1/2,
2
D(P) = pipy-

. Trouver I’équation d’une courbe de-

10.

11.

mande D = D(P) ou n = 0 pour
tout P.

Trouver 1’équation d’une courbe de-
mande D = D(P) ou |n| = 1 pour
tout P.
Trouver 1’équation d’une courbe de-
mande D = D(P) ou n = oo pour
tout P.

6.6 Exercices supplémentaires

(1-12) Tracer le graphique des fonctions

suivantes.
* 1. f(z) =24
2. f(z) =28,
3. f(z) =271
4. f(z)=25(x —1)
5. f(z) = /3.
6. flz)= (ﬁ%)?
7. f(z) = 5.
8. f(z)=3xz® — 523
9. f(l‘) = 12m+1
10. f(z)=3-2- 4.

(13-16) Parmis les paires de biens suivants,
lequel des items a la demande qui est la
plus élastique 7

13. Un album de Led Zeppelin ou un al-

14.

15.

16.

bum de rock général.

Une bouteille de vin ou 'eau du ro-
binet.

Une planche a roulette ou un paquet
de couches.

Une paire de sous-vétements de
type “boxer” ou une paire de sous-
vétements de type “jockey”.
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ALERTE ROUGE A MANIWAKI !

DRAMATIS PERSONAE

Boily Boy : Ce jeune mutant venu d’une planete lointaine s’est fait piqué par un insecte
radioactif lors d’une explosion atomique. Il a juré de servir la justice depuis que ses parents
multi-milliardaires se sont fait assassinés par un <gang > de hors-la-loi extra-terrestres.

Bobman : Ce jeune innocent au coeur pur a toujours voulu étre un super-héros. En utili-
sant ses talents de dessinateurs, il a conceptualisé un costume robotisé lui permettant de
réaliser son réve le plus cher. Apres plusieurs échecs, trois ingénieuses souris ingénieures
I’aidérent finalement & terminer le costume de celui qui serait désormais connu sous le
nom de Bobman, Défenseur de la Justice (Secteur Gatineau). Il est depuis un super-héros
exemplaire, a part pour la querelle virulente qu’il entretient avec Madame la Présidente.
Nul ne sait d’ou provenaient les trois souris; certains avancent qu’elles n’étaient que le
fruit d’une sur-surconsommation de Guinness.

Mark C.(Cash) Power : Ce jeune avocat ne désire qu’une chose; la domination totale
de la Terre. Sa compagnie, Power Inc., est le front légal d’un réseau de traffic de drogues a
I’ampleur de la planete. En public, il affecte un savoir-vivre et une joviale bonne humeur
qui dissimulent les illusions de grandeur qu’il entretient. Il y a longtemps que Boily Boy
et Bobman ont découvert son ambition. Pour une raison toujours inconnue, ils ne 'ont
pas encore dénoncé aux autorités ; malgré cela, ils s’efforcent de contrarier ses plans. Il va
sans dire que Cash Power les déteste avec passion !

Dr Tatiana Golanowska : Cette jeune chercheuse brillante est diplomée de I'Insitut de
physique nucléaire de Varsovie. Elle meéne la section de recherche a méme la Power Inc.
On ne connait que trés peu a son sujet, quoique certains la lie romantiquement a Cash
Power.

Madame la Présidente : Cette jeune aventuriere est la <leader> incontestée de I’ Asso-
ciation des justiciers et justicieres de la Région de la capitale nationale (AJJRCN). Elle
est a couteaux tirés avec Bobman depuis que ce dernier a essayé de la remplacer & maintes
reprises et ce, sans succes.

ActE I
LE HEROS ET SON SILO

Boily Boy décide de se construire un repere secret : une tour en forme de silo.3* Le
silo-secret doit pouvoir contenir 63000 m?3 d’équipement dont il se sert pour combattre
le crime. Si Boily Boy désire peinturer la base de son repéere en rouge et le mur cylindrique
ainsi que l'intérieur du dome en jaune, et si la peinture rouge cotite 5% le m? et la jaune
3$ le m?, quelles doivent étre les dimensions du silo-secret afin de minimiser le cotit de
peinture total ? Si le budget de P’AJJRCN alloue 10,000 $ pour les réparations des reperes
secrets de chacun de ses membres, quelle somme devra-t-il emprunter ?

34. Un cylindre recouvert par une demi-sphere.
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ActE 11
LE SUPPOSITOIRE DEMANIAQUE

La boilycite est une minerai qui rend Boily Boy impuissant. Les soeurs Maniaques,
financées par 'ignoble Cash Power, ont réussi a mettre la main sur des fragments de ce
minerai et elles planifient les utiliser pour rendre Boily Boy inoffensif. Malheureusement
pour elles, et heureusement pour les citoyens et citoyennes modeles d’Ottawa-Gatineau,
Bobman a découvert un remede qui protege Boily Boy des effets nocifs de la boilycite. Une
dose du médicament contient 1000 mm? et doit étre administrée sous forme de supposi-
toire 3> dans la narine gauche de Boily Boy. Pour des questions de confort, il va de soit
que ce dernier aimerait minimiser les dimensions du comprimé. Trouver les dimensions du
suppositoire qui minimisent la surface de contact.

ActE II1
COCKTAIL A L’ADN

Malheur! Les super-suppositoires (voir acte II), quoi qu’efficaces, causent une nausée
qui mene a de séveres attaques de vomissement. La toute premiere fois que Boily Boy
a senti la montée d’une nausée, il se trouvait sur la rive sud d’une riviere de 100 m de
largueur. Pour empécher que son ADN tombe dans les mains de ses ennemis, il devait &
tout prix se retrouver dans un endroit sécuritaire avant de commencer a vomir. La toilette
la plus proche se situait sur la rive nord de cette riviere. Un schéma de la situation se
retrouve a la figure suivante.

500 m toilette

»

100 m

Boily Boy

Lorsque Boily Boy court sur la terre ferme, il se déplace & 10 m/s, tandis que lorsque il
nage, il se déplace & 4 m/s. Trouver l'endroit ol il a plongé & l'eau afin de minimiser le
temps requis pour atteindre la toilette. Si les attaques ont commencé 4 minutes apres la
montée de la nausée, qu’est-t-il arrivé a Boily Boy et a sa précieuse ADN ?

35. Un cylindre recouvert par deux demi-spheéres.
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AcTE IV
LES JARDINS SUSPENDUS DE BOBYLONE

Pour contrer les effets secondaires des super-suppositoires, Bobman réussit a convaincre
Boily Boy qu’il doit manger des arachides biologiques. Ce dernier décide alors de construire
un jardin o il fera pousser des plants d’arachides. Il dispose de I’équivalent de 1000 m?
de terre et décide de construire le jardin en forme de triangle isocele. Durant la premiere
année de pousse, il s’est rendu compte que ses plants n’ont pas résisté aux hordes de ratons
laveurs qui sévissent sur la région, malgré les efforts combinés du Ministere de I’environne-
ment et de ’AJJRCN. Il décide de cloturer son jardin. Pour la base, il utilisera une cloture
de paille cotitant 10 $/m, pour I'un des c6tés, une cléture de bois cotitant 20 $/m et pour
le dernier c6té, une cloture de brique cotitant 30 $/m. Quelles sont les dimensions qui
minimisent le coiit de construction de ce jardin ? Qu’en est-il si I’aire du jardin est A m??

AcTE V
REQUIEM POUR UN BOBATEAU

La Bobcave de Bobman se situe sur une ile dans un lac inconnu. Le silo-secret de Boily
Boy se trouve sur le bord du lac. Malheureusement, I'infaime Cash Power a réussi a détruire
le Bobateau de Bobman en se servant de la derniere invention du Dr Tatiana Golanowska.
Pour enrayer cette crise, Boily Boy et Bobman décident de construire une route et un pont
joignants leurs reperes. La position des reperes est indiquée dans la figure 6.19. Le cout
de construction de la route sur la rive est 9 $/m et celui du pont jusqu'a 'ile est 15 $/m.
Madame la Présidente approuve le projet, mais lorsqu’elle apprend que Bobman planifie
se servir des fonds de ’AJJRCN pour s’acheter un écran de télévision géant, elle décide
de ne fournir que le minimum requis. Ou le pont devra-t-il étre construit afin de mini-
miser le cotit de construction total du projet ? Quelle somme ’AJJRCN déboursera-t-elle 7

AcTE VI
BOILY BOY CONTRE-CONTRE-ATTAQUE

Sous le couvert de la nuit, Boily Boy s’infiltre dans la Power Inc. Mais 'odieux Cash
Power s’en apergoit grace au détecteur de masse du Dr Tatiana Golanowska. Il enclenche
le dispositif de défense et Boily Boy se retrouve prisonier dans un corridor dont la longueur
est de 20 metres. A chaque extrémité de ce corridor, 'on retrouve des fragments de minerai
de boilycite qui émettent des radiations. Méme sous la protection des super-suppositoires,
Boily Boy doit trouver I’endroit ou I'intensité de la radiation est la plus faible. Supposons
que la concentration de radiation de boilycite dans le corridor soit gouvernée par

k 8k
Choilycite () = 2 (20— 2)2’

ol k > 0 est une constante et x mesure la distance entre la premiere source de boilycite et
Boily Boy. Ou devra-t-il se placer pour minimiser les effets de la radiation sur son systeme 7
Ou est Bobman 7 Est-ce déja la fin pour notre héros?



226 LES APPLICATIONS DE LA DERIVEE
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FIGURE 6.19 — Carte pour lacte V.

ActE VII
BOBMAN A LA RESCOUSSE

Malgré les apparences, Bobman n’a pas abandonné Boily Boy. Il se trouve a l'extérieur
du corridor dans lequel Boily Boy agonise. In extremis, il utilise son costume robotisé pour
courir dans le mur du corridor, espérant créer ainsi assez d’énergie pour le faire exploser.
Supposons que 1’énergie qu’il convertit est donnée par

1 1
E(W) = —mv? — —o*
(v) 2 400 "’
ol m représente sa masse et v sa vitesse lorsqu’il heurte le mur. Si la masse combinée
de Bobman et de son costume est de 900 kg, déterminer la vitesse qui maximise I’énergie
lorsqu’il heurte le mur.

A SUIVRE.
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— Voici ma découverte [...] sur la maniere idéale pour deux étres de se rejoindre. [...]
Un couple habite d’abord et avant tout un voisinage, chaque membre du couple habite
le voisinage, il est donc évident que I'union de ce couple habite le voisinage. Prenons
maintenant l’intersection de ce couple, elle était une partie de 'union, donc elle se
retrouve dans le voisinage. De plus a elle seule elle est un élément du voisinage qui
appartient & la méme classe que les deux éléments qui la forment. Cette intersection est
la seule forme d’union parfaite entre les deux parties du couple. L’enfant, le croisement
de ce qui est le méme chez ses parents est la rencontre ultime de deux étres. [...] Claire,
tu me suis toujours ?

— Oui, continue.

— Justement, il faut qu’il y ait quelque chose de continu entre les deux parties du
couple, sinon ¢a ne peut marcher. [...] Bien sir, (ils) font toujours partie du voisinage
auquel ils appartenaient avant de s’unir. Ensuite, disons qu’une personne choisit de
s’unir a elle-méme, elle n’engendre rien, elle reste elle-méme. Le plus intéressant est
que si deux personnes s’unissent & une troisiéme, alors ce sera le méme résultat peu
importe lesquelles deux personnes sont unies au départ. Ce n’est uniquement que
lorsque 'on atteint ce lien de continuité que l'on peut vivre heureux. On doit tout
d’abord trouver un membre du voisinage avec qui on partage une intersection et il faut
s’assurer que cet autre ne soit pas 'identité. Par voisinage je ne veux pas dire quartier,
méme si dans notre cas le voisinage et le quartier sont le méme. Ca va toujours Claire ?

— Oui, oui.

— ANIE-SANDRA TOOLE
Extrait de pV q ot p : preuve et q : entre deux

baisers.






Chapitre 7
L’intégrale

Etant donné n’importe quelle fonction algébrique f, nous sommes désormais
capable de calculer sa dérivée f’. Sommes-nous aussi en mesure de trouver
la fonction F' dont f est la dérivée? C’est le sujet du présent chapitre.

7.1 La primitive d’une fonction

Une primitive d'une fonction f sur un intervalle I est une fonction F' telle
que

F'(z) = f(x)

pour tout x € I.! Ainsi, la primitive est I'<inverses de la dérivée.

Exemple 79 (PRIMITIVES)

1. La fonction définie par F(z) = 322 + z + 7 est une primitive de la fonction
définie par f(z) = 6x 4+ 1 puisque F'(z) = f(x). Mais ce n’est pas la seule
primitive; en effet, G(z) = 32% + 2 — 13 et H(z) = 32° + 2 + 3 sont aussi
des primitives de f.

2. La fonction définie par F(x) = 322 +7 n’est pas une primitive de la fonction
définie par f(z) = 6z 4 1 puisque F'(z) # f(x). |

Une fonction possede donc une infinité de primitives. Mais elles ne sont pas
tres différentes les unes des autres; elle appartiennent toutes a une méme
<famille> de fonctions.

1. En général, lorsque nous parlerons de la primitive de f sans spécifier I'intervalle I,
cela signifiera que F’'(x) = f(z) pour tout x dans le domaine de f.

231
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Théoreme 16 Soit F' une primitive de f. Alors, pour tout k£ € R, la fonction
définie par F'(z) + k est aussi une primitive de f.

Démonstration: En effet,
(F(z) + k) = F'(x) + 0 = F'(z) = (),
puisque F' est une primitive de f. |

Théoréme 17 Soient F' et G deux primitives de f. Alors il existe une
constante k£ € R telle que

F(z) =G(x) + k.

Ces deux théoremes nous indiquent que toutes les primitives d’une méme
fonction different au plus par une constante.

Exemple 80 (PRIMITIVES REVISITEES) Les fonctions définies par F(x) = 322 +x
et G(z) = 322+ 1 ne sont pas toutes deux primitives d'une méme fonction puisque

F(z) - G(x)=32>+2 - (32> +1) =z -1
n’est pas une constante. |

Si F' est une primitive de f, nous écrivons

/f(m) de = F(z) + k

pour signifier que F(z) + k est la famille de primitives de f.2
Exemple 81 (EVALUATION D’INTEGRALES SIMPLES)

2
1. /xda;:g;—i-k,puisque( +k) = 2x+0—:c

2. /1 dx =z +k, puisque (x + k) =14+0=1.
3. /O dx = k, puisque (k)" = 0.
4. /ac3 de = 2 —|—k pu1sque(”f—|—k)’:%+0:x3.

2. Le symbole typographique [ était anciennement utilisé pour dénoter un S, une
abbréviation de somme. L’expression [ f(z) dx est lue <intégrale de f par rapport a z.>
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2
x :
5. /(33+1) dl‘:?+$+k§, puisque (§+aj+k‘)’:2§+1—|—0:m—l—l.

1 1 . _
6. /acz dx = - + k, puisque (—2 + k)’ = —(—1272) + 0 = %.

En général, il est beaucoup plus facile de vérifier si une fonction F' est une
primitive d’une fonction donnée f que de calculer la primitive en question.
En effet, il suffit de dériver F' : si le résultat est f, F' est une primitive, sinon
F n’est pas une primitive. Mais ceci ne nous indique pas comment calculer
I'intégrale de f. Il faut développer des techniques d’intégration ; c’est le but
de ce chapitre.

A Dexercice précédent, il est possible de déceler un patron simple, qui
nous permet de calculer quelques intégrales.

Théoréme 18 (L’INTEGRALE D’UNE PUISSANCE) Sin # —1 est un nombre

rationnel,
a:n—&—l
/ 2" dr = +k
n+1
Démonstration: Puisque (f:: + k) = (n:ﬂxn + 0 = z", le résultat est
démontré. [}

Exemple 82 (CALCUL D'INTEGRALES DE PUISSANCES)

1. /xlsdx:xhl+k.
14

—4/3 3
20 [ B dr =12 k= —2g=3 4 f
/x T 173 + 433 +

1
3. /a:odx:xl—i—k:a:+k‘. [ |

1
/—dx?
x

En utilisant la formule donnée par le théoreme 18, nous obtiendrions

Qu’en est-il de 'intégrale

—1+1 0
-1 T xXr

dr = EL=" 1k

/3: T _1+1+ O—I—,
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ce qui n’est pas défini puisqu’il est impossible de diviser par 0. Cependant,
cela ne veut pas dire que % ne possede pas de primitive ; nous sommes tout
simplement incapable de calculer cette derniere a I’aide du théoreme 18. Nous
en reparlerons au chapitre 9.

Le théoreme suivant porte sur la linéarité de l'intégrale. C’est en quelque
sorte la regle inverse de la dérivée d’une somme de fonctions.

Théoreme 19 Soient a,b € R des constantes et f et g des fonctions dont
les primitives sont F' et G. Alors

/(af(.r) +bg(x)) dr = a/f(x) do + b/g(x) da.
Démonstration: Puisque F/(z) = f(x) et G/(x) = g(x), nous obtenons
0 / (@) dotb / 0(2) dz = a(F(2)+ k) +b(G(x) + k) = aF(z) +bG(x) +.
Mais
(aF(z) +bG(z) + k) = aF'(x) + bG'(z) + k' = af(z) + bg(x),

ainsi aF'(x) + bG(x) + k est une primitive de af(z) + bg(x). Ceci revient a
dire que

/(af(x)+bg(a:)) dx = aF(x)+bG(x)+k:a/f(x) dx—i—b/g(x) dx,

ce qui est le résultat recherché. [ |

L’intégrale d’une somme est donc équivalente a la somme des intégrales.

Exemple 83 (INTEGRALES DE SOMMES)

14

1. /(x13+x_7/3) dx:/x13 da:—l—/:v_7/3 dx:%—gx_‘l/?’—i—k.

1 1
2. /(4x1/2—71‘3—|—2) d:n:4/:n1/2 da:—7/1‘3 d:n—|—2/1- dz

1
:§x3/2—2—8$4—|—2$+k. u
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Exercices 7.1

’ (1-14) Calculer les intégrales suivantes. ‘

1.

[\

w

N

[Sa8

(=2}

Nej

10

11.

12.

13.

14.

/(gc2 + 2'/?) dz.

(15-18) Déterminer si F' est une primitive
de f.

. /(x2 —z'/?) da.

. /(23:2 + 723 —

. /(2362 — 7% +

8

8

. /(x3+x2—|—x+1) dz.

. /(af4 +ao7? 4 27?) da.

/x(m +1) d.

. /m(x— 1) dx.

. /\/E(JH—l) dz
. /(\/E—i—xB/Q—

/(LE+£C1992 +3$100020) dx.

3273 da.

/(x —a 2 2% — a7 da.
/(336 +122%) da.

/(1 +27?) da.

1 1 3 1
15. F(z) = ?m7 + 5906 + 5x5 + 1334,
8 le_ 25 4
16. F(z) =<2" — 2" 4+ z2° — =2° 4+ =27,

9
17. Fly) = 3y - 1)3/2,

fly)=+vy-1
18. F(z) = _2(x21+ 0y

19. F(z) = z(z — 1),

20. F(z) = xz(;fi; 1
@) =% :L61)3

21. F(z) = %,
fe) = xz(; fﬁ; :

22. F(w) = %
o) - 2t

7.2 L’intégrale définie

Soit F' une primitive de f. Si f est continue et si F' est définie sur un intervalle
[a,b], 'intégrale définie de f entre a et b est le nombre réel

/ﬂwm=wm

" = F(b) — F(a).

a
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En choisissant une autre primitive de f, disons GG, nous obtiendrions le méme
résultat. De fait, puisque G et F sont toutes deux des primitives de f, il existe
une constante k telle que G(z) = F(z) + k. Ainsi

(G ()], = [F(x) + K, = F(b) + k = (F(a) + k) = F(b) — F(a) = [F(x)],.

a a

c’est-a-dire que le choix de primitive n’influence pas l'intégrale définie. Pour
faciliter 1’écriture, nous choisirons la primitive dont la constante est nulle.

Exemple 84 (INTEGRALES DEFINIES)

1
1. / 0-de=1[0',=0-0=0.
-2

(\V)

3
./1-dx:[x]§:3—2:1.
2
2 212 2 2
x 2 (-1) 3
. rdr=|— = — — ==,
/_1 [2]_1 2 2 2
3

4./;%x+ndz:[€?+4:j:(“;P+w—@>—<Ggy+w—n):-qa

1
5. / vz dz n’est pas définie puisque /7 n’est pas définie sur [—2,0].
-2

w

Théoréme 20 Soit f une fonction intégrable sur [a,b].? Si a < ¢ < b, alors

/f m—/f m+/f

Démonstration: Soit F' une primitive de f sur [a, b]. Alors

Ainsi,
c b b
/ F(@) da + / F@) dz = F(c) — F(a) + F(b) — F(c) = F(b) — Fla) = / (@) da,

ce qui démontre le théoreme. |

3. C’est-a-dire f est continue et f; f(x) dx existe.
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Ce résultat est tres utile lorsqu’il s’agit d’évaluer les intégrales définies contenant
des valeurs absolues.

Exemple 85 (INTEGRALES DEFINIES AVEC VALEURS ABSOLUES)

1
1. Evaluer/ || dx.
-1

Solution: La fonction valeur absolue est définie par
—x, <0
|x| = .
x, x>0
Ainsi, sur l'intervalle [—1, 1], elle devient
—x, —1<«x
|z =
x, 0<x<
En se servant du théoreme précédent, nous obtenons

1 0 1 0 1
/ |x| dz :/ || dx—l—/ |x| dz :/ (—x) dac—|—/ x dx
1 —1 0 -1 0

0

— A

4
2. Evaluer/ |x — 3| dx.
-2

Solution: La fonction est définie par

3—x, <3
|z — 3| = .
r—3, x>3
Ainsi, sur l'intervalle [—2,4], elle devient

33—z, —2<zxz<3
|z —3| = .
r—3, 3<x<4

En se servant du théoreme précédent, nous obtenons

4 3 4 3 4
/ |:c—3]dx:/ ]a;—3]dw+/\x—3|dx:/(3—x)dw+/(:c—3)dw
-2 -2 3 -2 3

2273 22 195 1
= - = — - == 4+-=13.
|:3SU 2]_2+[2 BxL 5 +2 3
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Finalement, remarquons qu’il est possible de définir I'intégrale définie de f
pour toute les bornes possibles en posant

[Uuwuz—lﬁwwm

lorsque l'intégrale définie de droite existe.

Théoreme 21 Soient a, b, c des nombres réels. Si les intégrales définies existent

toutes, alors
b c b
[ 1w ar= [ 5@ s+ [ 5w an

Démonstration: Il est possible d’énumérer a, b et ¢ en ordre croissant.
Supposons que a < b < ¢.* Ainsi,

fﬂmm+[ﬂmm=fﬂ@m

selon le théoreme 20. Dans ce cas,

/abf(x) dx:/acf(x) dx—/bcf(x) dx:/acf(x) dx+/cbf(;p) du,

selon la remarque précédente, ce qui démontre le résultat. [ |

Exemple 86 (INTEGRALES DEFINIES)

6 6 5
1. Si /3 f(z) de =4 et /5 f(z) de = —2, évaluer /3 f(z) dx.

Solution: En utilisant le théoréeme 21, nous obtenons

4:/36f(x) dx:/:f(:n) dm+/56f(m) d:vz/:f(:r) do — 2,

d’ou /Sf(x) dzx = 6.
3

4. Les autres possibilités se démontrent de la méme fagon.
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a
2. Montrer que / f(x) de =0.°
a

Démonstration: Selon le théoreme 21,

[t da::/:f(x) ot [ 1@ d:z:/abf(:c) dx—/:f(;c) de = 0.

Ainsi, 'intégrale définie sur un seul point est nulle.
-1
3. Evaluer / (2% 4 22 + 1) da.
0

Solution: Selon le théoreme 21,

3

-1 0 0
1
/ (m2+2x+1)dx:—/ (gc2+2x+1)dx:—[x+x2+x} =—. 1
0 -1 3 -1 3

Remarquez que I'intégrale définie est un nombre, tandis que la primitive (ou
intégrale indéfinie) est une fonction.

Exercices 7.2

p 17
(1-14) Evaluer les intégrales définies sui- s / (z(z — 1)) dz.
vantes. 17
1 2
1. / (z% + x1/2) dx. 9. / (Vx(x + 1)) d.
0 0
1 , )
9 2 _ 12y g
/0 (27 =) do 10. / (vVz + 232 — 327/3) da.
2 8 0
3. /1 (22% + 72 — ?) dz.

—1
11. / (z + 1992 4 34100020y gy
-1

S

’ 8
. / (222 — 72® + P) dx.
1

2
—4 12. / (x—z2+2% -2 do.
5./ (2 +2* + o+ 1) da. 1
2

1
1 3
6. / (1'74 + 1’73 + 1’72) der. 13. /_1(3110 + 12z ) dr.
—2

7. /Oz(x(m +1)) dx. 14. /_1 (1+272%) da.

1

5. La combinaison de cette propriété et du théoreme 21 forme la propriété additive
de l’intégrale définie.
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Yy

Aire sous la courbe

a b x

FIGURE 7.1 — Aire sous la courbe y = f(z) entre x = a et x = b.

n 3
(15-22) Supposer que / f(z) doe = -2, 17. /2 f(z) de.

3 02 0
/ f(z) de = 4, / f(z) de = =3, 18. f(z) dx.
135 0 6
f f

3.5
1
, () dr =1 et s (x) dx = 3. 19. F(z) dz.
Evaluer les intégrales définies suivantes. 3'25
20. f(z) du.
3 3.5
15. : 3
g /0 f(x) du 21. f(z) dx.
3.5
2 6
16. / f(z) du. 22. / f(z) de.
1 0

7.3 Le théoréeme fondamental du calcul

Nous allons maintenant relier U'intégrale (définie ou indéfinie) au calcul de
I’aire d'une figure géométrique. Puisque 'intégrale est 'opération inverse de
la dérivée, le calcul de l'aire est donc l'inverse du calcul de la pente de la
droite tangente.

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b]. Par aire sous la
courbe y = f(z) entre x = a et x = b, nous entendons 'aire de la fi-
gure géométrique bornée par les droites © = a, x = b, ’axe des x et la courbe
y = f(x). Une représentation géométrique en est donnée a la figure 7.1.

Par convention, si la courbe se retrouve sous l'axe des x, l'aire sous la
courbe est négative. 6

6. Si la courbe est parfois négative parfois positive, il est possible que 'aire sous la
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ylk

FIGURE 7.2 — Propriété additive de 'aire sous la courbe : A = Ay + As.

Si ¢ est un nombre entre a et b, il est possible d’obtenir 'aire sous la
courbe entre x = a et * = b en commencant par calculer I’aire sous la courbe
entre © = a et x = ¢, et en y ajoutant l'aire sous la courbe entre x = ¢ et
x = b, comme on le voit a la figure 7.2. De plus, Iaire sous la courbe y = f(x)
entre r = a et x = a est nulle, puisque la figure géométrique formée est un
segment de droite. Ainsi, l'aire sous la courbe est additive, au sens défini a
la section précédente.

Théoréme 22 (AIRE SOUS LA COURBE) Soit f une fonction continue sur
I'intervalle [a, b]. Alors laire sous la courbe y = f(x) entre x = a et © = b est

/abf(x) dx.

Démonstration: Définissons la fonction aire A : [a,b] — R par
A(w) = aire sous la courbe y = f(x) entre 2 = a et x = w.

Notons que
A(a) =0 et A(b) = aire recherchée. (7.1)

Nous allons montrer que la fonction A est une primitive de f. Pour ce faire,
il suffit de calculer A’(w). Soit w €|a, b[. Par définition,
Aw + Aw) — A(w) B(Aw)

! _ . o .
S VL VT

ou B(Aw) est défini a la figure 7.3.

(7.2)

courbe soit nulle, méme si la courbe ne l'est pas. Selon notre définition, l’aire sous la
droite y = x entre x = —1 et © = 1 est nulle.
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Y,
\ y = f(x)
T T A(w) | - A(w+ Aw) — A(w) = B(Aw)
a w  wtAw T

FIGURE 7.3 — Quantités A(w) et B(Aw).

Supposons que Aw > 0. Puisque f est continue sur [a,b], f est aussi
continue sur [w, w + Aw] puisque [w, w + Aw] C [a,b] si Aw est suffisament
petit. Ainsi, f atteint son minimum et son maximum sur [w,w + Aw| en
c(Aw) et C(Aw), respectivement.” De plus, lorsque Aw — 0, c(Aw) — w
et C(Aw) — w.® Nous avons alors

Fle(dw)) - Aw < B(Aw) < f(C(Aw)) - Aw,

ou
B(Aw)
Aw

comme il est possible de le voir a la figure 7.4. De plus,

fe(Aw)) < < f(C(Aw)), (7.3)

lim f(c(Aw)) = f(w) et lim f(C(Aw)) = f(w) (7.4)

Aw—0 Aw—0

puisque f est continue sur [w,w + Aw|. En combinant (7.3) et (7.4) nous
obtenons

fw) = lim f(e(Aw) < lim 22 < fim f(O(Aw)) = fw).

Aw—0 — Aw—0  Aw T Aw—0

D’apres (7.2), ceci devient

fw) < A'(w) < f(w),

7. Ceci veut dire que f(c(Aw)) < f(z) < f(C(Aw)) pour tout € [w,w + Aw].

8. En effet, lorsque Aw — 0, 'intervalle [w, w + Aw] devient de plus en plus petit, et
se rapproche de [w,w] = {w}. Puisque ¢(Aw) et C(Aw) sont dans [w,w + Aw], ces deux
points doivent donc se rapprocher de w lorsque l'intervalle devient un seul point.
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Y
fF(C(Aw))}-
\ y = f(x)
Fle(bw)) |- =B
w cZAw) C’(Aéw) w + A;Ux

FIGURE 7.4 — Approximations de B(Aw).

d’ou A'(w) = f(w). La fonction aire A est donc une primitive de f. Selon la
définition de l'intégrale définie, nous obtenons alors

A(b) — A(a) = / f(z) dx.

Mais d’apres (7.1), A(a) = 0. Ainsi

b
A = [ fa) da,
ce qui démontre le théoreme. [ |

Exemple 87 (L’AIRE SOUS LA COURBE)

1. Calculer I'aire sous la courbe y = z2 entre = 0 et = = 1.

Solution: Selon le théoreme de l’aire sous la courbe, l'aire recherchée est

donnée par
1 371
/dea:: ’ :1— :1.
0 31y 3 3
1

L’aire sous la parabole y = 22 entre 0 et 1 est donc

3
2. Calculer l'aire sous la courbe y = 2 — 22 entre z = —1 et 2 = 1.

Solution: Selon le théoreme de 'aire sous la courbe, l'aire recherchée est

donnée par
1 2 371
9 T z 2
/_1(x v) d [x 3]_1 3

L’aire sous la courbe y =  — 22 entre —1 et 1 est donc —%. ]



244 [ INTEGRALE

Nous terminons cette section avec I’énoncé du théoréme fondamental du cal-
cul différentiel.

Théoréme 23 (THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL) Soit f : [a,b] — R
une fonction continue et F la fonction définie par F(z) = [ f(t) dt. Alors F
est dérivable et F'(x) = f(x) pour tout = € [a, b].

Exercices 7.3

(1-14) Déterminer l’aire sous la courbe 8. flx)=x(x—1),a=17,b=1T7.
y = f(x) entre x = a et x = 0. 9. fa) = VE(@+1),a=0,b=2.

1. f(z)=2>+2"% a=0,b=1. 10. f(z) = z +2%/2 — 327/3,

2. flx)=a?-2'2,a=0,b=1. a=0,b=1.

3. fl@)=2224T2— &, a=1b=2. 11. f(z) = x + 1992 4 32100020

4 fla)=22 -7+ 5, a=1,b=3. a=-1,b=-1

5. f(z) =2 +2%+a+1,a=—4,b=2. 12. f(z) =2 -2 +a° -2,

6. flx)=a4t+a23+272 a=10b=2

a=-2b=-1. 13. f(z)=3z+1223, a=—-1,b=1.
7. flz)=x(z+1),a=0,b=2. 4. flx)=14+2"2,a=-1,b=1.

7.4 Les techniques d’intégration

La dérivée d’une fonction algébrique est toujours aisément calculable, méme
s’il peut s’avérer laborieux de la calculer. De plus, une telle dérivée est elle-
méme algébrique. Ce n’est pas le cas pour 'intégrale. En fait, il existe plu-
sieurs fonctions algébriques qui n’ont pas de primitive algébrique.? Le degré
de difficulté associé au calcul d’une primitive est donc plus élevé que celui
associé au calcul d'une dérivée. Par exemple, considérons la fonction f définie
par
f(z) = 2z(2? — 3)'7.

La dérivée de f est donnée par

f(z) = 2(x* — 3)'7 4 22(17)(2? — 3)'%22 = 2(352% — 3) (2 — 3)'°.

9. La fonction définie par % est une telle fonction.
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Cependant, il est impossible de calculer la primitive F' de f directement. Il
existe des méthodes de simplification qui permettent parfois de calculer les
primitives. Nous en présentons deux.

7.4.1 L’intégration par substitution

L’intégration par substitution est la regle d’intégration associée a la regle de
la dérivée en chaine. Soient f et g deux fonctions différentiables telles que
f o g existe. Alors, selon la regle de dérivée en chaine,

(fog)(x)=f'(g9(x))d (x).

En intégrant de chaque coté de 1’égalité, nous obtenons

/(f dx—/f (z) dz.

Mais, f o g est une primitive de (f o g)’. Ainsi,

(f 0. 9)() = Flglx)) = / Fg(x)g (@) da. (7.5)

La méthode utilisée pour évaluer les intégrales selon ce principe est décrite
dans les exemples suivants.

Exemple 88 (INTEGRATION PAR SUBSTITUTION)

1. Evaluer /Qx(azz —3)'7 dx.

Solution: Il faut commencer par trouver un candidat pour la composante
interne u = g(x). 0 Soit u = 22 — 3. Alors

d’oll du = 2z dz. "' En remplacant chaque instance de 2z dx par du, puis

10. En général, il y a plusieurs possibilités. Dans ce cas-ci, nous pourrions utiliser 2z,

2 — 3, (% - 3)'7 ou encore 2x(x? — 3)17. 1l faut toutes les essayer afin de trouver la
substitution qui fonctionne.

11. Whoa! D’ol est-ce que ca sort, ¢a? Vous nous avez pourtant dit que ¢ n’était pas
une fraction. Comment est-ce qu’on peut multiplier par dz? C’est quoi, dx7 Qu’est-ce
que vous fumez? ... hmmm ... c’est assez contrariant. Sachez que dx est un exemple de
ce que 'on appelle la différentielle de x. Nous aimerions bien discuter de ce concept,
malheureusement, nous n’aurons pas le temps de le faire. Profitez-en. Vous pouvez vous
en servir sans comprendre pourquoi. Nous, nous allons aller pleurer.

u
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chaque instance de z? — 3 par u, nous obtenons

18
/Ql’(ZL‘Q — 3 de = /(:E2 — )7 du = /u17 du = 1178 + k.

Mais u = 22 — 3, d’ot
18 2 _ 9\18
L Coabk )
18 18

Afin de vérifier si la réponse est juste, il suffit de dériver la primitive et de
vérifier si elle égale & I'intégrande. 12

2. Evaluer /x5(az3 +1)% dz.

+ k.

Solution: Il faut commencer par trouver un candidat pour la composante
interne w. Soit u = 2% + 1. Alors

du

— =3z,

dr
d’ou %du = 22 dz. En remplacant chaque instance de z? dx par %du, puis
chaque instance de 2% + 1 par u, nous obtenons

1 1
/x5(:v3—|—1)2 dx = /:U3(x3+1)2x2 dx = /;Ug(x3+1)23 du = 3/1‘3U2 du.

3

Mais z° = u — 1, alors

I 1 L[, . 1 ut WP
3/x5u2du:3/(u—1)u2du:3/(u3—u2)du:3(z—%)—i—k.

Puisque u = 2% + 1, nous obtenons

1<u4_“‘°’)+k_1(<m3+1>4+(x3+1>3> B2 20 4
_ : _

3\ 4 3 3 4

Remarquez qu’il n’est pas toujours nécéssaire d’utiliser la méthode de sub-
stitution pour évaluer I'intégrale. En effet,

25(2® + 1) = 2t 4 228 + 2.
Ainsi,

12 29 6
/xs(x3+1)2 dx:/x11+2a:8+a:5 dm:%—i—%-ﬁ-%-i-k.

12. L’intégrande est la fonction se retrouvant sous le symbole de I'intégrale : / dx.
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, 1
3. Evaluer /;(;2(1—}—1/1')2 dx.

Solution: Il faut commencer par trouver un candidat pour la composante
interne w. Soit u =1+ % Alors

du 1

de 22’

d’ou —du = % dx. En remplacant chaque instance de % dx par —du, puis
chaque instance de 1 + % par u, nous obtenons

1 1 1 uwt 1
NN S (S S R R P N
/a:2(1—|—1/x)2 v /(1—|—1/x)2 U /u2 uEs T hEEL T

Puisque u =1+ %, nous obtenons

1 1
k= °

- L A
" Gxi/o  ""ax1 "

Mais, si 'on remarque que

1 1

22(14+1/2)2  (z+1)2

alors en posant u = x 4+ 1, nous obtenons du = dx, d’ou

1 1 1 1 1
——drx= | ——du= | wdu=—+k=— k.
/<x+1>2 ! /(m+1)2 ! /uz RV I

. T 1 . e e
Comment expliquer que ;17 et —_=5 solent toutes deux des primitives de

1 ?
22(1+1/x)%"

Deux fonctions F' et G sont des primitives de f si F/ = G' = f et
F — G =constante (voir théoreme 80). Puisque la différence

T 1 _:):—1—1_1
r+1 x+1) x+1

est une constante, ces deux fonctions sont effectivement des primitives de

1
22(1+1/2)?
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4. 1l y a des intégrales que 1’on ne peut évaluer par substitution :

1
d
/m2+1 v

en est une. '3 Cela ne veut pas dire que I'intégrale n’existe pas : il faut tout
simplement utiliser une autre méthode. |

Une petite note au sujet des intégrales définies évaluées par substitution :
si les bornes sont a et b, ce que nous voulons réellement dire, c’est que les
bornes sont les valeurs de la variable x, c¢’est-a-dire qu’elles sont © = a et

xr =0b, dou ) .
/ f(x) de = /_ f(x) dz.

Mais, lorsque l'on effectue la substitution, les bornes changent puisque la
variable change. Ainsi, si la substitution est u = g(z), U'intégrale définie
devient

[ rae = [T

=g(a)
Exemple 89 (INTEGRALES DEFINIES PAR SUBSTITUTION)

2
L. Evaluer/ 2x(x% — 3)17 da.
V3
Solution: Soit u = 22 — 3 = g(z). Puisque a = /3 et b = 2, nous ob-
tenons g(v/3) = (v3)?2 =3 =0et g(2) =22 -3 = 1. Alors

2 1 1871 118 0 1
20(22 — N7 d _/ 17 g = u _ Y _ 1
/\/g (a” =3 de= jutdu= 99| =9 T8 T 18

1
2. Evaluer/ 2 (z® + 1) da.
-1

Solution: Soit u = 23 + 1 = g(z). Puisque a = —1 et b = 1, nous ob-
tenons g(—1) = (—1)3+1=0cet g(1) = (1)3 + 1 = 2. Alors

1
/ 2’ (2% +1)? do =
-1

13. Essayez.
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3
. 1
3. Eval ——— dx.
vauer/1 (11 1/2)2 x
Solution: Soit u =1 + % = g(x). Puisque a = 1 et b = 3, nous obtenons
g(1)=141=2et g(3) =1+ % = 3. Alors

3 4/3 4/3
1 1 1 1 1 1
/dx_—/ — du= |— =——=-=-, |
1 22(1+1/z)? 5 u? Uy 4/3 2 4

7.4.2 L’intégration par parties

L’intégration par parties est la regle d’intégration associée a la regle de la
dérivée d’un produit. Soient f et g deux fonctions différentiables et fg la
fonction définie par (fg)(x) = f(x)g(x). Alors, selon la regle de dérivée d’'un
produit,

(f9)'(z) = fi(x)g(x) + f(2)g'(x).

En intégrant de chaque coté de 1’égalité, nous obtenons

Jtor@ do= [ F@gte) do+ [ f)g'@) do

Mais, fg est une primitive de (fg)’. Ainsi,

/ f(@)d (@) do = f(x)g(z) - / F(@)g(z) d. (7.6)

La méthode utilisée pour évaluer les intégrales selon ce principe est décrite
dans les exemples suivants.

Exemple 90 (INTEGRATION PAR PARTIES)

1. Evaluer /(m +1)%23 du.

Solution: Il faut commencer par trouver un candidat pour f(z) et un candi-
dat pour ¢/(z). '* Soient f(z) = (xz+1)% et ¢’(x) = 23. Alors f'(x) = 2(z+1)
et g(x) = "””744. 15 Selon la regle d’intégration par parties, nous obtenons

4 4 12 4 1
/(x—|—1)2x3 dm:(x—l—l)z%—/Q(m—&—l)% dm:%—§/(a:+l)x4 dx.

14. En général, il y a plusieurs possibilités. Dans ce cas-ci, f(z) = 2% et ¢/(z) = (v +1)?
ou f(x) = (v +1)% et ¢'(x) = x3. 11 faut essayer de choisir un ¢’(x) qui est aisément
intégrable. En essayant, on trouve la bonne combinaison.

15. Nous n’incorporons pas la constante.



250

[ INTEGRALE

En général, si nous avons fait le bon choix de f(z) et ¢'(z), la nouvelle
intégrale devrait étre aussi ou (préférablement) plus simple a évaluer que
I’originale, ce qui est effectivement le cas. Puisque

4 5 4 a® | a
(x4 12" de= [ (x +£B)dl':€+g+k,

nous obtenons

+1)%2% 1 (28 2P 1 2 1
1248 gp = FHD20 Va2t N L6 25 e o
/(x—i—)x:c 1 AN g8 TET gt

Remarquez qu’il n’est pas nécéssaire d’utiliser I'intégration par parties pour
évaluer I'intégrale puisque

(z+1)%23 = 2° 4+ 22% + 23
et

1 2 1
/(l‘—l- 1)223 dao = /(a:5 + 22 + %) dx = 6306 + 5x5 + Zx4+C’.

1
. Evaluer/ (x4 1)%2® dx.
0

Solution: Selon ’exercice précédent,

1 2 1
/($ +1)%23 do = éxﬁ + 5935 + Zac4 +C.

Ainsi,

1 1
1 2 1 1 2 1 49

23 dop — |28 4 20 4 24| =2 2,12
/O(x+)x x [6x+5$+4m0 sTE 1 %0

. Il est parfois préférable de ne pas utiliser l'intégration par parties. Par

exemple, I'intégrale

/xQ\/x?’ +1dx

ne peut étre évaluée par parties. Par contre, la substitution u = 22 + 1 fera
Iaffaire. 16 |

16. Une des primitive de I'intégrande est 2(z® + 1)

3/2.



7.5 EXERCICES SUPPLEMENTAIRES 251

Exercices 7.4

(1-12)Evaluer les intégrales suivantes, en (13-23) Evaluer les intégrales définies sui-
utilisant la méthode appropriée. vantes.
2
1. /x(3x2 +4)8 da. 13. / z(32% + 4)® da.
-2
203 2 2 [
2. /a: (z° + 2)° dz. 14. / 22(z% + 2)? da.
-1
2+ 1
3. dz. 2 g2
/ x2 * 15. g il dx.
1 2?

4. /x3(:v2 +2)% da. 2
16. / 23 (2% +2)? du.
0

1 1\*
N * 17. / = (1 + ) da.
1 3 _o X X
6 /ﬁ (14 V)" da i
18. / — (1+v7)’ da.
7 /2334(90—1— 1) da 12 v
22 19. / 224 (z + 1) d.
e -
(23 +1)3 0 2
1 20. / T3 dx.
- 1)3
> /x2(1+1/x)4 dz. " (x +1)
-3 21. / —— dx.
10. m dx. 19 .’L‘2(1 + 1/3’,‘)4
-3
11. /(a:2 +1)3(2® + 1) da. 22. N TR ST dz.
3 2 1
12. /w d. 23, / (@ +1)%(2® + 1) da.
x 0
7.5 Exercices supplémentaires
(1-8) Calculer 'aire sous la courbe y = 5. y= %, a=1b=4.
f(x) entre x = a et z =b. B
l.y=lz—2,a=-1,b=3. 6. y=a2*Va3+1,a=0,b=1.

2. y=lr—2/,a=4,b=8.
3.y=a%2+1)3,a=0,b=1.
4, y=(r+ 1223, a=—-1,b=1. 8. y=|2—1],a=-2,b=2.

7.y=|22—=1],a=0,b=1.
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(9-16) La différence de profits lorsque
le niveau de production passe de z = a a
x = b articles est ’aire sous la courbe pro-
fit marginal entre x = a et x = b. Calculer
la différence de profits lorsque la produc-
tion passe de 20 a 40 articles.

9. Cpn(z) =100 + z + 22, Rypp(z) = 22.

10. Gy (@) = 200, Ryn(2) = 0.

11. Cp(z) =100 + z, R, (z) = 262.
12. Cp(z) =0, Ry (z) = 20 + 2.

13. Cp, 2

14. Cp(x) =200z + 22, R, (2) = 1 + 2.

15. Cp(x
16. C,(x

(17-24) La variation de profits d’une
société lorsque la production passe de z =
a a x = b articles est I'aire sous la courbe
du profit marginal P, (z). Calculer la va-
riation de profits lorsque la production
passe de 10 a 30 articles.

17. Pp(z) =200 — z
18. P, (x) =100+ =
19. Py, (z) = 200 — z?
20. P, (z) =100 — x

22. P, (x) =100+ = + 2.
23.

)
(x)
(z)
(z)
21. P, (z) =200z — z2.
(z)
P ()
24. P, (z)

(25-67) Evaluer les intégrales suivantes.

925. /(x2—|—1)(x2—2) dz.

22/3

2. /x+ﬁdx.

x3

29. /2x7(1 +2%) 3 da.

30.

S
—
8| w
—

—

_|_
8| -
~

[ V]

Q.

8

31. /%(14 — V)2 da.
32. /(3302 + 42°) (2 + 2*) P da.
33. /(25‘””’)2 dz.

22/5

34. /(17"”)2 dz.

71/3

(7—2)°

T
36. /x12/7(x2 — x1/3)2 dx.

2
1 1
38. /xz/s(x2/3 — 1’4/3)2 dx.

2\2
39. /(1“67“3) dz.

oo

o1l

10. /W dz.

4

2
w LY
Tr \T xT
1 3
2 1
43. /ﬁ dr

1
44. / z? + 3) (2% + )% du.

45. /77(3:71'2 + 1) (2™ 4+ 2)% da.

1 1 1/3
/<9x8/9 + 7x6/7) (wl/g + x1/7) dx.

47. /(7x6 + 52*) (27 + 2°)° da.

46.

=)

48. /xQ(x?’ +7) 3 dx.

49. /(31;1'1)(962'1 +1)2 d.
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50.

51.

52.

Do

53.

o4.

95.

56.

o7.

o8.

68.

% 69.

1/3 3
/M .

32/3

0.7
/10(33 +7) dr.

7203

(@2 +1)
/\f 1— 1/f
/xﬁ(m +1)% du.
/x4(:172 +1)% da.
/xz(x4 +1)2 da.
/(av2 +1)* da.

/15\/5:(332 +1)% d.
/(a: + 7)\/mdm.

Si n est un entier positif, montrer que

b
1
/ "dr = ——
o n+1

59.

60.

61.

62.

63.

64.

* 65.

* 66.

* 67.

(b—a)(™ +ab"* +

/(1 — 2V — 1da.
/(z+2)\/mdx.
/(1 +3z)(1—=
/(1 —2%)(z — 1)V da.
/28561/3(562

/x2(1 o) da
/\/1 + vz dz.

/m/1+\/§da:.

/ 14+ 4/1+ Vadz.

)3 da.

+1)% du.

+a" b+ a™).

Remplir la grille qui se retrouve a la page 255, a I’aide des indices fournis. Le chiffre
entre parenthéses donne le nombre de chiffres apres la virgule dans la réponse, qui
est arrondie et inscrite dans la grille (un chiffre par case), sans la Virgule Si la
réponse est négative, omettre le — Par exemple si lindice est {3} 3 + %, il faut
inscrire 0833 dans la grille puisque 3 + 3

faut inscrire 200 puisque 1 —3 = -2 = 72 00

Horizontalement
1

01. {2}/ z? dz.
-1

2 X
04. {3}/1 G
08. {4} 5%,
a1
Af/l‘ T dx.
09. {3} f(-1.3),

si f(0) =10 et
f(z) =1+ 2z + 322
11. {1} f(-2. 826), si f(0) =0 et
F(@) = 2(@ — 1)z - 3).
12. {2} f(1.957), si f(0) = —2 et

~ 0.833...

f'(z) = 2%(2® + 1)3.

13.

{3} f(4.22858), si f(1) =7 et

f(z) = 22(x — 1)(x — 3).

15. {3} f(2.07), si f(—1) =0et
f(z) = x(:vlz 1)(z — 3).
16. {0} 2/0 z dz.

20.

23.

26.
29.

1 2
{2} %/0 (a: +I+@) dx.

{S}Ksi/OI%a: dz =1.
{4}/ (@ + a3 +2° +27) da
{4} r(31) si

f(0)=0et f'(z) =

; si l'indice est {2} 1-—

1

10000 *

3, il
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2

30. {3} / zV4 — 22 dz.

0

1

31. {3} % si/o V(€ — z) da = 953
4.9085 2 1 1/2

32, {4} / -z (f n 17) dz.
1 €T

105 @2
33. {3}/ 2999 da.

04.605
34. {0} / 2?2 (x? — 2) dz
-3

Verticalement

1
01. {4}/ z! de.
0

02. {2} 15 (/13(x+2) dx—/;m d;v).

2 21 1\2
03. {4} 1+ (z + ) dz.
2/3 T

1
05. {3} /_1 f(z) dz,
. x? six <0
o) = z+1 siz>0
06. {3} f(0.129), si f(1) = —27 et

fl(z) = @ 12

1 999
07. {3} —— / 1 da.
1000 /o

K [ty 41
08. {2} 100° 51/0 (z° 4+ Kz) do = =
10. {1} f(9.28), si f(3) =0 et

fl(x) =14z + 2.

14. Les 3 racines de f en ordre croissant,
f'(x) = 322 — 40x + 117, f(0) = —162.

2
z(4 — 22)3/2 dg.
17, {2}/00 (4— 22)3/2 4
18, {3}/ o + 2| da.
_2
19. {3} £(0) si f(V3 =42 et

! IQ
e =rea

2
21. {4}/ x2/8 — 23 d.
0

3 V705
22. {4} / |z —2|dz, ota =2 — ——.
“ 15
1 608
24. {0} 33B si / (B +2?) do = =5
-1

25. {1} 111(3/;1(332 +z) dz — 11).

27. {3} f(—1.3193), si f(0) = 3 et
fl(x) = 2% — 23 + 24,

28. {2} K si

1 608 42
/(x5\/x3+1+K)dz:—+i.
0 765 45
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FIGURE 7.5 — Grille pour la question 7.5.69.







Je lus sans sans les comprendre mais avec ferveur ces mots qu’un homme de mon sang
avait rédigé d’un pinceau minutieux : Je laisse auz nombreuz avenirs (non & tous)
mon jardin aux sentiers qui bifurquent. Je lui rendis silencieusement la feuille. Albert
poursuivit :

— Avant d’avoir exhumé cette lettre, je m’étais demandé comment un livre pouvait
étre infini. Je n’avais pas conjecturé d’autre procédé que celui d’un volume cyclique,
circulaire. Un volume dont la derniere page fat identique & la premiere, avec la

possibilité de continuer indéfiniement.

— JORGE Lulis BORGES

Extrait de Le jardin aux sentiers qui bifurquent.






Chapitre 8

Les applications de l’intégrale

Au chapitre précédent, nous avons <dérivé > des techniques nous permettant
de déterminer les primitives de plusieurs fonctions algébriques. L’intégrale
définie, qui peut étre soit positive, soit négative, soit nulle, a été utilisée
pour déterminer I'<aires! entre la courbe et 'axe des x pour deux bornes
prescrites a et b. Existe-t-il d’autres probléemes intéressants qui peuvent étre
résolus a l’aide de l'intégrale ?

8.1 L’aire d’une région bornée par des courbes

Dans plusieurs applications, il faut étre capable de calculer 'aire entre
deux courbes. Par aire, nous entendons ici le concept physique dont nous
avons tous et toutes l'intuition. 2 Ainsi, I’aire entre deux courbes ne peut étre
négative.

Supposons que y = f(x) et y = g(x) représentent deux courbes sur
I'intervalle [a,b]. Si f(x) > g(x) pour tout = € [a,b], ce que I'on cherche a
faire, c’est mesurer 'aire A de la région bornée inférieurement par y = g(x),
supérieurement par y = f(x), a gauche par la droite x = a et a droite par la
droite x = b. La solution du probleme est obtenue par soustraction, comme
on peut le voir a la figure 8.1. L’aire recherchée est donnée par A = B — C.
Mais nous avons vu au chapitre précédent que B et C sont les intégrales

1. Qui peut étre positive, négative ou nulle.

2. Curieusement, il est impossible de définir ce concept pour toutes les régions du plan,
c’est-a-dire que certaines régions n’ont pas d’aire mesurable. C’est le cas de certaines
figures fractales, par exemple.

259
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Nty =f) Yy Nt Y= )

a b =  a b =  a b =x

FIGURE 8.1 — Figure bornée par y = g(z), y = f(x), x = a et z = b.

définies

Ainsi
a= [y ar— [ ot ar= [ - o)

Si au contraire g(x) > f(z) pour tout x € [a, b], nous obtenons

A= [(gla) - 1) do.

Remarquez qu’il est aussi possible d’avoir f(z) > g(x) pour certains z, et
g(x) > f(x) pour d’autres. En combinant toutes ces possibilités, nous obte-
nons que l'aire A entre les courbes y = f(z) et y = g(x) pour les bornes a et
b est

A= / (@) — g(x)] da (8.1)

Puisque la valeur absolue est toujours positive, ’aire entre deux courbes le
sera également.

La procédure pour calculer 'aire entre les courbes y = f(z) et y = g(x)
sur [a, b] est la suivante :

1. Trouver tous les points d’intersection de f et g, c’est-a-dire les points
ou f(z) = g(x);

2. Intégrer |f(z) — g(x)| sur les intervalles déterminés par les points d’in-
tersection, et

3. Additionner les résultats obtenus a 1’étape 2.
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Y,

y:x2+1

FIGURE 8.2 — Région bornée par les courbes y = 22 + 1 et y = 2 sur [—1,2].

Les problemes ne se présentent pas toujours de cette facon; il faut parfois
faire un peu de travail avant de pouvoir commencer a intégrer, comme nous
pouvons le constater dans les exemples suivants.

Exemple 91 (L’AIRE D'UNE REGION BORNEE PAR DEUX COURBES)

1. Calculer l'aire entre les courbes y = 22 + 1 et y = z sur l'intervalle [—1, 2].

Solution: Il faut tout d’abord trouver les points d’intersection, c’est-a-dire
les points ot 22 + 1 =z, ou

22 —x+1=0.

Puisque le discriminant A = b? — 4ac = —3 est négatif, I'équation quadra-
tique n’a pas de solution; il n’y a donc pas de points d’intersection. Le seul
intervalle sur lequel il faut intégrer est donc [—1,2]. Cependant, 2 +1 >
sur cet intervalle, comme il est possible de le voir a la figure 8.2.
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FIGURE 8.3 — Région bornée par les courbes y = 22 et y = v/ sur [0,2].

Ainsi, la formule (8.1) nous donne tout simplement

z3 2277 28 22 (-1)3
3 3|,

2
A:/ (2?+1—z) dox = [+x— =
-1 _

L’aire recherchée est donc %.
2. Calculer aire entre les courbes y = /7 et y = 22 sur l'intervalle [0, 2].

Solution: Il faut commencer par trouver les points d’intersection des courbes,
c’est-a-dire les points dans l'intervalle [0, 2] tels que \/z = 22, ou

22— =0 < Vz(z®?-1)=0 <= Vz=0ouz*?=1 < 2=0ouz=1.

Les intervalles sur lesquels il faut intégrer sont donc [0, 1], sur lequel \/z > x?
et [1,2], sur lequel /z < 22, comme nous pouvons le voir & la figure 8.3.
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Ainsi, Iaire recherchée est

A= vz — 2%|dx = ]\/:E—x2|dx—|—/ |z — 2?%|dx
0
1 2 9 23 23 2
:/ (\/E—:EQ)dac—i—/ (2% — Vx)dr = [3x3/2 3} —i—[ — a:3/2]
0 1

0 1 3 3
= 213/2 — Lg _ 203/2 _ Oj + 273 _ 223/2 _ E _ 213/2
3 3 3 3 3 3 3 3

(5__2\/5%

[SSRN )

selon la formule (8.1).

3. Calculer l'aire de la région bornée par les courbes y = 22 et y = 2 — 22,

Solution: Ici, les bornes d’intégration ne sont pas données. Pour les obte-
nir, il faut commencer par trouver les points d’intersection des deux courbes.
Ensuite, on détermine la région appropriée en consultant le graphique de ces
deux courbes, et on integre selon la formule (8.1).

Les points d’intersection des deux courbes sont donnés par les solutions de
I’équation
2 =2— :c2,

c’est-a~dire lorsque x = —1 ou = = 1. Ainsi, la région dont 'aire est re-
cherchée est une des trois régions suivantes :

(a) la région entre les courbes sur 'intervalle | — oo, —1];

(b) la région entre les courbes sur l'intervalle [—1, 1], ou

(c) la région entre les courbes sur l'intervalle [1, +oo].

Selon le graphique présenté a la figure 8.4, il est évident que c’est la deuxieme
de ces régions qui nous intéresse. De plus, 2 —x? > 22 sur l'intervalle [—1, 1].
Ainsi, ’aire recherchée est

1 1 23 1
A—/ |2—:U2—:):2]d:):—/ (2 — 22%)da = [2:):—}
-1 -1 -1

[l 1)~ oo

selon la formule (8.1).
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y=2—x?

FIGURE 8.4 — Région bornée par les courbes y = 22 et y = 2 — 22,

4. Calculer Daire de la région bornée par les courbes y = z et y = 5.

Solution: Ici, les bornes d’intégration ne sont pas données explicitement.
Pour les obtenir, il faut de nouveau commencer par trouver les points d’in-
tersection des deux courbes, c’est-a-dire les endroits ou

=1 <= ’1r=0 < z(@@-1)(z+1)=0 < z=—1ouz=00u z=1.

Ainsi, la région dont l'aire est recherchée est composée de certaines des
régions suivantes :

0, _1] ;

(a) la région entre les courbes sur 'intervalle | —
_1> O] )

]
(b) la région entre les courbes sur l'intervalle [
(c) la région entre les courbes sur l'intervalle [0, 1], ou
(d) la région entre les courbes sur l'intervalle [1,4+o0].

Selon le graphique présenté a la figure 8.5, il est évident que ce sont les
deuxiemes et troisiémes régions qui nous intéressent. De plus, 3 > x sur
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Y,
y = a’
13
y=1
9 x

FIGURE 8.5 — Région bornée par les courbes y = 23 et y = x.

intervalle [—1,0] et 2° < x sur I'intervalle [0, 1]. Ainsi, I’aire recherchée est

A:/_lla:3—a:\dx:/_ol\xg—x\da:—i-/ollx?’—xodx |
0 1 $4 352 .172 554
:/1(53_:)da:+/0 (:v4— g;3)da:2: {4—22]11 [2 —24} 04
69 () )

selon la formule (8.1). [ |

Que faire cependant si la région recherchée est bornée par plus de deux
courbes ? Dans ce type de probleme, nous commencons par tracer les courbes.
La figure obtenue posséde alors plusieurs sommets. ® En tracant des droites
verticales a partir de chacun des sommets, nous obtenons alors plusieurs
sous-régions, bornées par deux courbes (pas nécéssairement les mémes d’une

3. Chaque sommet est un des points d’intersection d’une des paires de courbes.
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Y
\1
y=x
A .
| 2 X
' A2 y:1—$
y=—3

FIGURE 8.6 — Région bornée par les courbes y =z, y=1—xz et y = %l’

région a l'autre). En additionnant I'aire de chacune de ces sous-régions, nous
obtenons finalement 'aire totale de la région originale.

Exemple 92 (L’AIRE D'UNE REGION BORNEE PAR PLUSIEURS COURBES)

1. Calculer l’aire de la région bornée par les droitesy =z, y = 1—x et y = —%m.

Solution: Le point d’intersection des droites y = x et y = 1 — x se re-
trouve en x = %, celui des droites y = x et y = —%a: en x = 0 et celui des
droitesy =1—z et y = —%ZL‘ en z = 2.* La région est donc séparée en deux

sous-régions Ay et Ao, comme on peut le voir sur le graphique a la

Ajp : Cette sous-région est bornée par les droites y = x et y = —%x sur

Vintervalle [0,1/2]. Puisque x > —4z sur cet intervalle, l'aire de cette

4. La figure formée par ces trois courbes est un triangle dont les sommets sont A(0, 0),
B(1/2,1/2) et C(2,-1).
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sous-région est

1/2 1/2 g 3 42711/2 3
Alz/ ‘x— (—:E)‘dx:/ —xdr = [x] =—.
0 2 0 2 22, 16
Ay : Cette sous-région est bornée par les droites y=l—zety= —%x sur

Vintervalle [1/2,2]. Puisque 1 — z > —Ia sur cet intervalle, l'aire de
cette sous région est

2 1/2
e = T A (O P e

L’aire recherchée est donc A = A1 + Ay = 6 + 16 3
2. Calculer lalre de la région bornée par les courbes y =z, y = :c2’ Y= —3

ety = 9:L‘—— lorsque = > 0.

Solution: Les sommets de la figure ainsi formée sont les points A(0,0),
B(1,1), C(3,1/9) et D(2,—1), comme on peut le voir & la figure 8.7. La
région est donc séparée en trois sous-régions A1, As et As.

Aq : Cette sous-région est bornée par les courbes y = x et y = —%x sur

Vintervalle [0,1]. Puisque 2? > —Ja sur cet intervalle, I'aire de cette
sous-région est

= [e-(a= [ (E)w=[2] -3

Ay ¢ Cette sous-région est bornée par les courbes y = 2 ety = —%x sur

I'intervalle [1,2]. Puisque xi > —ix sur cet 1ntervalle laire de cette
sous région est

2|1 T 2/1 oz 1 221 5
2 /1 z? ( 2)’ “ /1 <x2+2> v [ x+4]1 4

Az : Cette sous-région est bornée par les courbes y = 372 et y = @x -5

sur l'intervalle [2, 3]. Puisque - L > Pz — 2 sur cet intervalle, laire de

cette sous région est

3
1 10 29
Ay= | |- (=a—=
3 /2x2 (93” 9)

L’aire recherchée est donc A = A; + Ay + A3 = % + % + }—é = %. [ |

3
1 10 29 1 5
dx = — 4+ )de= |- = 252
v /2(x2 9x+9)x [m o7t

29 r
20—

9

11

E.
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Y
+1
y=x |
|
1
: Y= 2
|
|
A1 ! !
| I
I 9 T
: A LAz
I
I I
I
1 10 29
Yy=—37 : Yy=749r—-7%
I
FIGURE 8.7 — Région bornée par les courbes y = x, y = $%, y = —%1’ et y =
10 29
Exercices 8.1
(1-10) Déterminer laire de la région (11-24) Déterminer l'aire de la région
bornée par les deux courbes indiquées, sur bornée par les deux courbes dans chacun
I'intervalle spécifié. des cas suivants.
l.y=z,y=1—x,[1,4]. 1. y=a>y=1-uz
_ 2 _
2. y=a2 y=1—ux, [-3,4] 12.y—x2+1,y—1—m.2
3.y=ay=2-ux[0,4]. iyw +1,y2=3—x.
Ly=m,y=a’.
4. y=a%y= 2, [1/2,5]. 15 v 1y — B
5. y=2% y=(x—1)% [0,1] BY=my=a.
Y Y T 16. y=x, y = 2%
6. y:ﬁay:x»[l/ZQ]' 17.y:x2,y:2.
* Ty=ve+ly=2[03] 18. y=at y=2.
* 8.y:x—|—1,y=x—13,[172]. 19. y=2?% y = a3,
9. y::EB,y:& [0,8] 20. y:x27y:1‘4,

10. y=2% y =4, [-2,2]. 21. y=23 y=at
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22. y=\z,y=m1. 38. y=z, y=—x,y=1-2z
23. y =+, y=2a" 39. y=Vr,y=—-3y=1-z,y=a-1
24. y=+/z,y=2a". 40. y =z, y=—2x, y=1— 3z

1. y=z,y=—z,y= S5, y=x— 1.
(25-8) Déterminer laire de la région Y Y V=l

— —_z — 1 —
bornée par les courbes dans chacun des 2. y=vy=-5.y=5.y=rv-L

cas suivants, en utilisant = > 0. 43. y=2?, y=—2,y=1—z,y = ;—2
25. y=z,y=—z,y=1—z,y=ao — 1. 44. y:xz,y:—%,y:z%,y:xfl.
26. y=w,y=—x,y=1-2a. * 45 y=2y=-z,y=1-2,y=5%.
7 y=a,y=-2,y=1-z,y=c—1. *k46.y=2"y=-% y=L y=a-1
28. y=2x,y=—2z,y=1-—3z. AT, y=r,y=—a,y=5,y=x— L.
29. y=a?y=—-z,y=1—-z,y=a—1. 48. y=r,y=-2%2, y=S,y=z— 1
30. y=22, y=—x,y=1-2x. 49.y:x,y:—ac7y:?137y:m_1.
3l y=a,y=—L,y=1-w,y=ac—1. *50.y=z,y=-%,y=2 y=a-1
32. y=2a2,y=—2z,y=1-—3z. 5l y=a%, y=—z,y=1—-2,y= 5.
*x33y=a%y=—w,y=1-az,y=o—1 *52.y:x2,y:—§7y:x—g,y:x—1.
*3My=2y=—x,y=1-22. *53.y=a y=—z,y=1-z,y=%.
*35.y:x3,y:fg,yzlfx,y:zfl. *54.y::z:3,y:f§,y:x—13,y:mfl.
*36.y=2a% y= 2w, y=1-3z. *55. y=yT,y=—2,y=5,y=x—1

3. y=vVr,y=-z,y=1-z,y=2-1. *56.y=\z,y=-2 y=5 y=0-1

8.2 L’accélération, la vitesse et le déplacement

Comme nous I'avons vu au chapitre 5, si un objet se déplace selon s(t), sa
vitesse est v(t) = §'(t) et son accélération est a(t) = v'(t) = s”(t). Autrement
dit, la vitesse est une primitive de 'accélération et le déplacement est une
primitive de la vitesse, c’est-a-dire que

v(t) :/a(t)dt et s(t) = /v(t)dt. (8.2)

Ainsi,
v(tg)—v(tl):/tQa(t)dt ot s(tg)—s(tl):/zv(t)dt, (8.3)

t1

selon le théoreme fondamental du calcul.
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Discussion Les équations (8.2) et (8.3) sont-elles équivalentes ? Que calcule-t-on
vraiment & I’équation (8.3) 7

Exemple 93 (LE DEPLACEMENT, LA VITESSE ET L’ACCELERATION)

1. Une aviatrice distraite jette de son biplan en vol (& une altitude de 2 km)
un biscuit dont la forme et la saveur (artificielle) ne sont pas sans rappeller
une feuille d’érable.® Ce dernier se dirige vers le sol avec une accélération
constante de 10 m/sec?. Quand atteint-il le sol ?

Solution: Nous allons orienter le probleme de sorte a ce qu'un objet se
dirigeant vers le sol admette une vitesse positive. Ainsi, I'accélération du
biscuit est

a(t) = 10,

ol t = 0 dénote l'instant ou 'aviatrice jette le biscuit. Par définition, la
vitesse du biscuit sera

o(t) :/a(t)dt: /IOdt: 10t + K,

ol K est une constante quelconque. Afin de trouver sa valeur, il suffit de
remarquer que v(0) = 0, puisque la vitesse verticale du biscuit est nulle au
départ (temps ¢ = 0). Nous obtenons alors v(0) = 10(0) + K = 0, ce qui
implique K = 0. Ainsi, v(t) = 10¢.

Soit to I'instant ou le biscuit atteint le sol. Ce dernier a donc parcouru 2000
m apres to secondes. Ainsi,

s(t2) — s(0) = 2000,

ce qui devient

to to
21t 2
2000 :/0 v(t)dt :/0 10tdt = [5t%] ) = 5t5.

En résolvant cette équation, nous obtenons to = £20. Il faut bien str éliminer
to = —20 puisque le biscuit ne peut atteindre le sol avant que 'aviatrice ne
le laisse tomber, ce qui nous laisse avec to = 20 secondes

2. Supposons qu’'un objet se déplagant en ligne droite possede une accélération
donnée par a(t) = 2t + 1 m/sec?. S’il débute son parcours & une vitesse de 1
m/sec, et qu'il a parcouru 10 metres apres 2 secondes, quelle distance a-t-il
parcouru apres 8 secondes ?

5. Tant que ce n’est pas une boule de quille ...
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Solution: Puisque 'accélération est la dérivée de la vitesse,
v(t) = /a(t)dt = /(2t +1)dt =t +t+ K.
De plus, v(0) = 1. Ainsi, v(0) =02+ 0+ K =1,dout K =1 et

v(t) =t? +t+ 1.

Nous obtenons également

3 2

s(t):/v(t)dt:/(t2+t+1)dt:tg+t2+t+C’.

Puisque s(2) = 10,
25 22

S 4240=1
St F2HC=10,

d’ou C = %. Dans ce ce cas, la fonction déplacement devient

(t) t3+t2+t+10
st) ==+ — -

3 2 3’
et s(8) = % + % + 8+ 1 = 214 metres.
Le modele 2002 Vanden Plas Super V8 de Jaguar passe de 0 & 100 km/h
en 5.8 secondes. Supposons que l'accélération du véhicule soit linéaire en
fonction du temps. Quelle distance a-t-il parcouru lorsqu’il atteint la vitesse
magique de 100 km/h?

Solution: Puisque l'accélération est linéaire, a(t) = Mt + K, M, K € R.
Cependant, a(0) = 0 puisqu’aucune force horizontale n’agit sur I’'automobile
au départ. Ainsi, K = 0 et a(t) = Mt, ou M est une constante dont la
valeur demeure & déterminer. Les unités de vitesse sont données en km/h.
Puisque le temps est indiqué en secondes et puisque 'accélération se mesure
généralement en m/sec?, il est important de convertir les unités. Ainsi, une
vitesse de 100 km/h correspond & une vitesse de
100(1000 metres) 250

= — m/sec,

60(60 secondes) 9

c'est-a-dire que v(0) = 0, 5(0) = 0 et v(5.8) = %2 Selon le théoréme
fondamental du calcul,
250 o8 >

5 = v(5.8) —v(0) = i Mtdt = [A;R]O :%(5.8)2.
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Donc M =2 (250)2 ~ 1.65. Puisque la vitesse est une primitive de I'accélération,

v(t) = /a(t)dt = /Mtdt = %tQ + K.

Cependant, v(0) = 0. Ainsi, K; =0 et v(t) = %t? De plus, le déplacement
est une primitive de la vitesse. Donc

s(t) = / t)dt = /tht M| .

Mais s(0) = 0. Alors, Ko = 0 et s(t) = 4¢3, La distance parcourue par la
Jaguar aprés 5.8 secondes est donc s(5.8) = 4(5.8)% ~ 53.70 metres. [ |

Exercices 8.2

(1-14) Trouver la position de Pobjet & I'ins- 12. s(0), si a(t) = t(t* +1)%, v(0) = § et
tant indiqué. s(1) =1.
1 s(2), si a(t) = 2 =2, v(0) = 1 et  13. s(=1), st a(t) = > =2, v(1) = 4 et
5(0) = 12. s(1) = 2.
2. 5(1), si a(t) = 5+, 00) = 2et 14 s(=3),sia(t) = 5+t v(1) =4et
s(0) = —1. s(1) = -3
3. s(2), si a(t) = 2vt, v(0) = =3 et 15 s(—1), si a(t) = 2vt, v(1) = 1 et
s(0) = —2. s(1)=0
4. s(1), sia(t) =t{t*+1)% v(0) = 3 et 16. s(=3),sia(t) =t(t*+1)% v(1) = -1
s(0) = 2. et s(1) =1
5. 5(3),sia(t) =t -2, v(1) = —1 et 17. 5(3), si a(t) = t2 — 2, v(0) = 1 et
5(0) = 7. 5(0) = 12.
6. s(4),sia(t) =&+t v(1) =12et  18. s(2),si a(t) = & +t, v(0) = 2 et
s(0) = —11. s(0) = —1.
7. s(—1), si a(t) = 2vt, v(1) = =1 et  19. 5(3), si a(t) = 2V, v(0) = —3 et
5(0) = 3. s(0) = —2.
8. s(—2),sialt) =t{t*+1)% v(l)=—-1  20. s(2),sia(t) =t{t*>+1)% v(0) =1 et
et s(0) = 2. s(0) =2
9. 5(0), si a(t) = t2 —2, v(0) = 0 et 21. s(4),sia(t) =12 -2, v(1) = —1 et
s(1) =2. s(0) =1T7.
10. 5(0), si a(t) = &+t v(0) = =2 et 22. 5(5), si a(t) = & +¢, v(1) = 12 et
s(1) =2. s(0) = —11.
11. s(3), si a(t) = 2vt, v(0) = 1 et 23. 5(0), si a(t) = 2V¢, v(l) = —1 et
s(1) = —2. s(0) = 3.
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24. s(—1),sia(t) =t(t*+1)% v(l) = -1 s(1) = 1.

et 5(0) = 2. 20. s(=2), si a(t) = 2 — 2, v(1) = 4 et
25. 5(2), si a(t) = t2 -2, v(0) = 0 et s(1) = 2.

s(1) =2. 30. s(—8), sia(t) = &+t v(l) =4et
26. s(2), sia(t) = & +t, v(0) = =2 et s(1) = -2

s(1) =2 31. s(0), si a(t) = 24, v(1) = 1 et
27. s(3), si a(t) = 2Vt v(0) = 1 et s(1) =0.

s(1) = —2. 32. s(—=2),sia(t) =2 +1)% v(1) = -1
28. 5(2), si a(t) =t(t* +1)%, v(0) = 3 et et s(1)=1

8.3 Les surplus du producteur et du consom-
mateur

La courbe de l'offre et la courbe de la demande décrivent respective-
ment la quantité d’un article produit et vendu dans un marché libre. L’offre
indique la quantité de 'article que le producteur offre a différents prix, tan-
dis que la demande indique la quantité d’article que les consommateurs
sont préts a acheter a différents prix. En général, lorsque le prix par unité
augmente, on suppose que la quantité d’article offerte par le producteur aug-
mente tandis que la quantité achetée par le consommateur diminue.

Traditionnellement, les fonctions d’offre et de demande, dénotées par S
et D, % sont des fonctions de la quantité de I'article, c’est-a-dire que la variable
indépendente est la quantité de D'article ¢ et que la variable dépendente est
le prix par unité p. " Ainsi, p = S(q) est une fonction croissante, et p = D(q)
est une fonction décroissante.

Le point d’intersection (¢*, p*) des courbes d’offre et de demande est ap-
pellé le point d’équilibre du marché pour 'article en question; ¢* est la
quantité d’équilibre tandis que p* est le prix d’équilibre. En théorie,
tous les biens se vendent au prix d’équilibre.

Soient pyi, le prix minimal auquel le producteur était prét a offrir son
produit et ppmax le prix maximal auquel le consommateur était préet a 'ache-
ter. Alors la situation générale se présente comme a la figure 8.8.

Puisqu’une fraction des consommateurs ont acheté l'article a un prix
inférieur a leur prix maximal, c’est-a-dire p* < pmax, les consommateurs

6. Puisqu’en anglais, 1'offre est the supply.
7. Comparer ceci avec ’élasticité de la demande.
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b

p max

q q

FIGURE 8.8 — Courbes de 'offre et de la demande.

font, en moyenne, des gains en achetant le produit au prix d’équilibre. De
méme, certain producteurs auraient offerts I’article a un prix inférieur, c¢’est-
a-dire p* > ppin ; ils font aussi, en moyenne, des gains en le vendant au prix
d;equilibre. Les deux parties font donc des gains a I’échange. Le surplus du
consommateur mesure les gains réalisés par le consommateur, tandis que
le surplus du producteur mesure les gains réalisés par le consommateur.
Puisqu'un rectangle d’aire quelconque sous les courbes possede les unités
suivantes,

Aire du rectangle = base X hauteur ~» #unités x $/unité = §,

Iaire sous les courbes d’offre et de demande mesure des gains (ou des pertes).
Ainsi, les gains se calculent a 'aide de l'intégrale définie. Le surplus du
consommateur est l'aire bornée par la courbe demande et la droite p = p*
entre 0 et ¢*; le surplus du producteur est l'aire bornée par la courbe de
Ioffre et la droite p = p* entre 0 et ¢*, comme on peut le voir a la figure 8.9.
Ainsi, puisque D(q) > p* et S(q) < p* sur [0, ¢*],

* *

S.C. = /Oq (D(q) — p*)dq = /Oq D(q)dq — p*q*, (8.4)
S.P.= /Oq (p" —S(9))dg =p*q" — /Oq S(q)dg. (8.5)
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D, b,
pmax pmax
p=5(q)
p* p*
]
]
» | p=D(q)
min I min
q q

FIGURE 8.9 — Les surplus du consommateur (a gauche) et du producteur (a
droite).

Exemple 94 (LES SURPLUS DU CONSOMMATEUR ET DU PRODUCTEUR)

1. L’offre et la demande pour un produit quelconque sont

1
p=5(@=3¢+1 et p=D(g)=-2¢+2

Déterminer les surplus du consommateur et du producteur.

Solution: Il faut commencer par trouver le point d’équilibre. Dans ce cas
la, quantité d’équilibre est ¢* = % puisque

1 7 3
D(q) = S(q) < §q+1:—2q+2 = ngl ==
et le prix d’équilibre est p* = S(¢*) = —2¢* +2 = -2 - % +2 = % (ou

p*=D(q*)=3¢"+1=1-2+1=2). Selon les formules (8.4) et (8.5), les
surplus du consommateur et du producteur sont

S.C._/Oq (D(q)—p*)dq—/oq D(q)dq — p*q*

*

q
= /O (—2¢ +2)dq — p*q*

= [~ +24] -0 =) +2¢" —p*¢*
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et

2. La compagnie Australienne Vegemite Inc. détermine que les courbes d’offre
et de demande pour des petits pots de Vegemite sont données par

1 1000000
p=5(0) = 15554 +50 et p=D(q) (¢ + 100)

cents par unité. En sachant que le point d’équilibre de ces courbes est ap-
proximativement

(¢*,p") = (19.209,50.369),

déterminer les surplus du consommateur et du producteur approximatifs
pour les petits pots de Vegemites en Australie.

Solution: Selon les formules (8.4) et (8.5), les surplus en question sont

S.C.:/Oq (D(q)—p*)qu/Oq D(q)dq — p*q”

*

q 1000000
= 90 dg — ptg*
/0 <<q+100>2 >q b

* *

—1000000/ dq—ZO/qd—**
B o (g+100)2 0 -
q dgq .
= 1000000 —— =20 —p*q*.
/O (q+100)2 [q]() pq

Cependant, en effectuant la substitution © = ¢ + 100, nous obtenons

dq du 1 1
———= ==——+4+k=— k.
/ (g + 100)? /u2 u + g+ 100 +
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Ainsi,

q*
q+100]0
1 1

¢+ 100 100

S.C. = 1000000 [

= —1000000 ( ) — (20 + p*)q* ~ 259.659.

De méme,

S.P. = /Oq (p* —S(q))dqg =p*q* — /Oq S(q)dq

q* 1 )
= p*gt — — ?+50)d
pa /0 <1oooq + ) q

¢’ v
=p'q - [ + 504

3000 0
= — — ~ 4.725.
3000 50q 725

3. La méme compagnie décide de tenter sa chance au Canada. Une étude de
marché démontre que la demande pour des petits pots de Vegemite est
constante a

p=D(q) =20

cent par unité. Déterminer les surplus du consommateur et du producteur.

Solution: Il faut commencer par trouver le point d’équilibre, c’est-a-dire
le point ou D(q) = S(q). Mais

— 1 2 _ 2
20 = J5554° +50 = —30000 = ¢*,

ce qui est impossible. Puisqu’il n’y a pas de point d’équilibre, il est impossible
de calculer les surplus en question. [ |

Exercices 8.3

(1-64) Déterminer les surplus du consom- 2. D(q) =—-2q+2,8(q) = 3¢+ 1.

mateur et du producteur dans les cas sui- 3. D(q) =—2¢+2, S(q) = %q +1.

vants. 4. D(q) = —2+2, S(g) = fg+ 1.
1. D(q) = —2q+2, S(q) = q+1. 5. D(g)=-q+2, S(g) =q+1
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6. D(q) =—q+2,S(q) =3¢+ 1. 36. D(q) =—2¢*>+2,5(q) = gq+1
7. D(q) = —q+2, S(q) = 2g¢+ 1. 37. D(¢)=—-¢*+2,S(q) =q+1

8. D(q) =—q+2,5(q) = gq+1. 38. D(q) =—¢*>+2, S(q) = 3q+1
9. D(q) =—3q+2,5(¢9) =q+1. 39. D(q) = —¢*>+2,S(q) = 1g+1
10. D(q) = —3q+2, S(g) = 3¢+ 1. 40. D(g) = —¢*+2, S(q) = Lq+1
1. D(q) = —3q+2, S(g) = 30+ 1. 4. D(g)=—1¢>+2 S(g)=q+1
12. D(q) = —%q+2, S(q) = %q—&- 1. 42. D(q) éqQ 12, 5(q) = %iﬁ' 1
13. D(q) = —iq+2, S(g)=q+1. 43. D(q) = —L¢®+2, S(q) = iq_,'_ 1
14. D(q) = —%q—i—Q, S(q) = %q—&-l. 44, D(g) = 12 +2,8(q) = L +1
15. D(q) = —39+2, S(q) = 79+ L. 45. D(q) =12 +2, S(q) =q+1
16. D(q) = —iQ-i-?, S(q) = §q+ 1. 46. D(q) = —12+2, S(q) = %q+1
17. Dlg) = =24 +2, 5(q) = ?231 47. D(q) = —1¢*+2,5(q) = tq+1
18. D(q) = —2q¢+2, S(q) ?q2+1 48. D(g) = 411‘12+27 S(q) = %q+1
19. D(q) = —2¢+2, S(q) §q +1 49, D(q) = 24> +2. S(g) = ¢ + 1.
20. D(q) = —2q+2, S(q) = 3> + 1 ) Lo

21. D(q) = —q+2, 5(q) =¢®+1. 50. Diq) = _2q2 +2, S(a) = 20 1
22. D(q) = —q+2, S(q) = 12 +1 51. D(q) = —2q2 +2, 5(q) leq2 +1
23. D(g) = —q+2, S(q) i‘f L1 52. D(q) = —2;1 +2, S(q) :2861 +1
24. D(q) =—q+2, S(g) = 2¢° +1 53. Dlg) = —¢"+2,5(¢) =" +1
25. D(q) = —3q+2, S(q) = ¢* +1 5. Dlg) = =" +2,8(a) = 5¢* + 1
26. D(q) = —1q+2, S(g) = 1¢* +1 55. D(g) = —¢* +2, 5(¢) = 3¢ +1
27. D(g) = ~La+2, S(a) = 1° +1 5. D(q) = —¢"+2, Sla) =3’ +1
28. D(q) = —1q+2,5(q) = 1¢® +1 57. D(q) = -3¢ +2, S(q) =¢* +1
29. D(q) = —1q+2,5(q) = ¢*+ 1. 58. D(q) = -2 +2,S(q) = 3>+ 1
30. D(q)=—1q+2, 5(q) = 1> + 1. 59. D(q) = —3¢° +2, S(q) = 1> +1
31. D(q) = —1q+2 5(q) = 1> +1. 60. D(q) = —3¢°+2, S(q) = 5> +1
32. D(q) = —1q+2, 5(q) = La® +1. 61. D(q) =—3¢°+2, S(g) =¢*+1
33. D(q) = —2¢*+2, S(q) = q+ 1. 62. D(q) =—1¢>+2, 5(q) = 1* +1
34. D(q) =—-2¢*+2,5(q) = 3q+1. 63. D(q) =—-1¢>+2,S(q) =1¢*+1
35. D(q) = —2¢*>+2, S(q) = g+ 1. 64. D(q) =—3¢*+2,5(q) = s> +1
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8.4 Exercices supplémentaires
(1-12) Déterminer laire de la région 25. f"(x) = x(x2 +1)2, f'(1) =0,
bornée par les courbes suivantes. f() =1
*x Ly=23*+1)% y=2?%[0,1]. 26. f"(z) = %(2*3%2)’ fa =0,
2 yo WA 2o fQa)=1.
R | 27, f"(r) = YA, 1) =0,
* 3.y=2'(a®+1)7, y=2? [0,1]. f) =1
4 y=a(z+1)* y=z [01] 28. f'(z) = 14z + 2% f(1) = 0,
* 5.y=x3($4+1)47y=\/§» [LQ] ‘f(l)il
2 " — 2 2 ! —
6.y WEED® 20 o) 29. f"(x) = w(a® +1)% f1(1) = 1,
1= e i
* 7.y=a(@+ 17y =z, [0,1]. 30. f"(x) =&, f/(1) =0, f(1) =1.
8. y=at(z+1)* y=2?[0,1]. 31 f"(z) =0, /(1) =0, f(1) = 1.
* 9.y=5(1-2)% y=2%[13]. 32. f'(z) = 14+ +2% f(1) = 1,
1().y:x(x+2),y*x2+yg,[1,2]. f)=0
1.y = - 1 N, y=-1, z=1[1,2. (33-44) Déterminer les surplus du consom-
o y=a@tl)(@t2)y Vet 11,2] mateur et du producteur dans les cas sui-
12, y=z(1+232)3, y =z, [0,1] vants.
*13.1,—&(17%)2 y=a2+k,[-2,-1. 33 S(g) = ¢+ 1, D(@) = s
14. y =23z +2)3, y = 2>, [0,2]. (¢",p",) ~ (0.456,1.095).
1
*15.y:x(x+1)(x+2),y:x z=[1,2. 3% f(*) =) Q(0+4715 %51): G
16. y=x(1+2%2)3 y=-L [1,4]. T,
7 35. S(g) = ¢ + 1, D())(H})_W,
p : (¢*,p",) ~ (0.487,1.027
(17-32) Evaluer f(1/2) dans les cas sui-
vants. 36. ‘(g() :) q(+ 1, D(q )): (q+é.5)3’
- - ¢*,p*,) ~ (0.468,1.103
17. f"(z) = 3z7% — 4275, f'(1) = 0,
f(l):ll 37. S() = q + 1, D(qg) = (q+é.5)3;
I8, f7(0) =2+ 1, F10) =0, f(1) = 1 ) DAL,
19, fa) = L@, p) = 1, o SW = @+ LD = Gr
' (1) :O_ a? a2/ 7 (¢*,p*,) ~ (0.491,1.028).
. 39. S(q) = ¢® + 1, D(q) = e,
20. f"(z) = (\f\/él) (1) =1, (" p")) ~ (0 475.1.107) (g+0.5)
aw=e 40. S(q) = ¢" + 1, D(@) = grbme
21, f(x) = 327" —4a™%, f'(1) = 1, (¢*,p*,) ~ (0.486,1.056).
am=e L S(@) = @+ 1, D(a) = grbee
22. f"(x)=2+1, f'(1) =1, f(1)=0 (¢*,p* 7)%(0493 1.029).
23. f"(x) =z, f'(1) =1, f(1)=0 42. S(g) = ¢+ 1, D(a) = romps
2. (@) =0, ['(1) =1, (1) =0 (¢".p",) ~ (0479, 1.110).
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43. S(q) = ¢*+ 1, D(q) = m, 45. L’aire d’un triange de base B et de
(¢%,p",) ~ (0.489,1.057). hauteur / est .
44. S(q) = ¢ + 1, D(q) = 1 46. L’aire d’un parallélogramme de base
: - ’ — (qgt0.5)>>

(¢*,p*,) ~ (0.494,1.029).

(45-48) Démontrer les formules suivantes
en utilisant 'intégrale définie.

B et de hauteur h est Bh.

L’aire d’un trapeze de bases a et b et
de hauteur h est %

L’aire d’un carré de coté ¢ est 2.

47.

48.




Quatrieme partie

Plus on est de fous...
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Le développement de I’économie réelle n’a rien & voir avec la science économique. Bien
qu’on les enseigne comme s’il s’agissait de mathématiques, les théories économiques

n’ont jamais eu la moindre utilité pratique.

— KARL POPPER






Chapitre 9

Les fonctions transcendantes et
I’intégrale impropre

Un des buts de ce chapitre est d’en venir a intégrer certaines des fonctions
algébriques, telles f(z) = 1 et g(z) = dont les primitives ne sont pas
des fonctions algébriques.

_z
124’,1 )

A cette fin, nous introduisons les logarithmes et les exponentielles. Ces
fonctions transcendantes viennent élargir ’ensemble des fonctions pour les-
quelles les concepts et applications du calcul sont valables.

Ensuite, nous généralisons le concept de l'intégrale définie en présentant
I'intégrale impropre ; il y a un lien important entre cette notion et la notion
de séries que nous avons étudié au début de cet ouvrage.

9.1 Les logarithmes

Les logarithmes ont été découverts par I’Ecossais James Napier qui publie ses
résultats en 1614 ; du coup, les multiplications sont remplacées par de simples
additions. Les logarithmes se sont répandus dans la plupart des sciences : ils
sont a la base de ’échelle de Richter (utilisée afin de mesurer la puissance
d’un tremblement de terre), et du pH (qui mesure 'acidité d’une solution),
par exemple.

Soient b > 1 et x > 0 deux nombres réels. Le logarithme de x a la base b,

dénoté par log, x, est 'exposant auquel il faut élever la base b pour obtenir
le réel z.

285
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Exemple 95 (LOGARITHMES)

1. logyo 100 = 2 puisque 102 = 100. 4. logygs 1 = 0 puisque 166" = 1.
2. logy 8 = 3 puisque 23 =38. 5. logsy 32 = 1 puisque 321 = 32.
3. logQ% = —2 puisque 272 = %. |

Les équations suivantes sont équivalentes :
y=log,x <= x=10". (9.1)

Ainsi,
log, b =y et 05" =g
Les propriétés essentielles des logarithmes, grace auxquelles il est possible

d’évaluer un produit en calculant des sommes, sont les suivantes : soient
b>1,z,y>0etreQ.

L1. log,1 =0; L5. log, 2" = rlog, ;
L2. log,b=1;

1
L6. log, — = —log, y;
L3. log, (zy) = log, = + log, v ; Y

. L7. log, (b*) = z;
L4. log, (5) = log, v — log, y; LS. blossT — 4

Exemple 96 (PROPRIETES DES LOGARITHMES)
2. logy 8 = logy(2%) = 3log,2 =3-1=3.

3. Simplifier logy, (%)3

Solution: En utilisant les propriétés, nous obtenons

2\ 3 2
Ty Ty
10gb <z) =3 logb 7 = 3(10gb ny2 — logb Z)
= 3(log,  + log,, y* — logy, 2)
= 3(logy = + 2logy, y — logy, z)

4. Sur ’échelle de Richter, I’énergie E en joules d’'un tremblement de terre
est lie a sa puissance M selon I’équation
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Quelle est 1énergie d’'un tremblement de terre atteignant 4.5 sur 1’échelle de
Richter ?

Solution: Selon ’équation (9.2), log;s £ = 4.4 + 1.5(4.5) = 11.15. Posons
E =10". Ainsi

11.15 = log;y E = log; 10* = z,
selon L7, d’ott E = 1015 ~ 141253754462.28 joules. |

Nous savons évaluer une expression de la forme 1015 = 10M115/100  ¢’egt-a-

dire une puissance rationnelle. Qu’en est-il si I'exposant est irrationnel 7 Par
exemple, est-ce que 'expression 10™ & un sens ?

Soient b > 1 une base et z ¢ Q. Puisque tout nombre réel a une re-
présentation décimale, nous pouvons écrire © = X(.T1T2X324%5 ..., ou les
x; € {0,1,...,9} pour i > 1 et ot xg € Z. Puisque zg.x1292324T5... 2117 est
une meilleure approximation de x que xg.xxoxs3, HTOFIT2EITATSTIT ogt une
meilleure approximation de b que b*0-*172%3  La valeur vers laquelle nous
nous rapprochons en améliorant 'approximation de x est b*. Le tout est
illustré a 'aide d’un exemple.

Exemple 97 (PUISSANCE IRRATIONNELLE) Approximer 10™.

Solution: Puisque 7 = 3.141592653 . . ., considérons le tableau suivant :
Y 10¥
3 1000

3.1 ~ 1258.9254
3.14 ~ 1380.3843
3.141 ~ 1383.5664
3.1415 | = 1385.1602

3.14159 | ~ 1385.4473
3.141592 | ~ 1385.4536

- +
™ 1385.4557...

Ainsi, 10™ ~ 1385.4557. n

La fonction logarithme de = a la base b, ot b > 1 est la fonction définie
par f(x) = log, z, lorsque x > 0.

Toutes les bases ne jouissent pas du méme statut ; en fait les entiers 10 et 2
(les bases du systeme décimal et du systeme informatique, respectivement)
et le nombre e sont plus communément utilisées.
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9.1.1 Les logarithmes népériens

Le nombre e est défini selon

1 n
e= lim <1~|——> = lim (1 + )" (9.3)

n—+00 n t—0t+

Il n’est pas trivial de démontrer ’existence de cette limite, mais nous pouvons
aisément en donner une approximation numérique :

t (1+ )t
1 2
0.1 2.5937
0.01 2.7048
0.001 2.7169
0.0001 2.7181
1 !
0t 2.718281828...

C’est cette base que nous utiliserons, a moins d’avis contraire. Dans ce cas,
la fonction logarithme porte le nom de logarithme népérien' ou encore

logarithme naturel. On la dénote par
f(x) =Inz =log, z.

Il y a un probleme cependant. Comment savons-nous que b* existe si x est
irrationnel 7 Puisque la définition de la fonction logarithme repose sur I’exis-
tence de ces puissances, il faudrait pouvoir le démontrer. Malheureusement,
une telle preuve dépasse I’étendue de cet ouvrage. Une alternative rigoureuse
est requise.

Soit « > 0. La fonction logarithme (népérien) est définie selon :
, 1 ‘1
In x = Aire sous la courbe n entre 1 et © = n dt.
1

Selon le théoreme fondamental du calcul, cette intégrale définie existe puisque
la fonction % est continue entre 1 et z > 0. Dans ce qui suit, nous utiliserons
le terme logarithme pour désigner le logarithme népérien.

En utilisant directement la définition, il est possible de montrer que le
logarithme possede les propriétés suivantes.

1. Neper étant I’appellation latine de James Napier.
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Y, Y%

ln:z::flm%dt

FIGURE 9.1 — Définition de logarithme en tant qu’aire sous la courbe y = %

Soient x,y > 0 et 7 € R. Alors

LN1. In1=0; LN5

1
.In—-=—Iny;
LN2. In(zy) =Inz +Iny; Y

LN6. lim (Inz) = —oc;

T z—07F
LN3. In (‘) =Inz —Iny; LN7. lim (lnz) = 4o0;
y T——+00
LN4. n2" =rlnx; LN8. Dy, ={z € R:x > 0} =]0, +o0].

La dérivée du logarithme est facile a déterminer : selon le théoreme fon-
damental du calcul,

% (Inz) = i, lorsque = > 0.
Puisque (Inx) = % > 0 pour tout x > 0, la fonction logarithme est stricte-
ment croissante sur Dy,. Par construction, In x est continue sur son domaine.
Conséquemment, la fonction In : |0, +oo[— R est bijective, c¢’est-a-dire
que pour tout k& > 0, ’équation In x = k posséde une unique solution. ? Dans
cette veine, le nombre e est I'unique solution de I’équation Inxz = 1.
Ainsi définie, la fonction logarithme est construite sans faire appel aux
puissances irrationnelles. Le graphique de y = In x est présenté a la figure 9.2.
La propriété LN6. indique la présence d'une asymptote verticale en x = 0.

2. Cette solution dépend évidemment de k.
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Y,

x=0

FIGURE 9.2 — Graphique des courbes y = Inz et y = e”.

9.1.2 La dérivée du logarithme

Selon la regle de dérivée en chaine, la dérivée de f(z) = In(g(x)) est tout
simplement

1
fl@) =—=-4'(x) (9.4)
g(x)

Exemple 98 (DERIVEES DE LOGARITHMES) Déterminer la dérivée des fonctions
suivantes.

1. f(z)=In(x+2), z+2>0; 4. m(xz) =In(3z), z > 0;

2. g(z) =In(z? +1); 5. j(x) =In(ax), ax > 0;

3. h(z) =In <ﬁ) ; 6. k() =xzlnz, z > 0.

Solution: Il suffit d’utiliser la formule (9.4) et les régles du chapitre 5.

1. f/(x)::C}rQ-(x+2)’:$i2-1:ggiQ.

2. gl($):x21—|—1'(x2+1)/:x2—i—1.Qx::v—ll—f

3. W(z)= }H . <121+1) — (@ +1) <<1)/($2 J(;?Jsglz + 1)/) - _xfj -
4 m’(m):%-(?)x)’:%-Q:%.
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Ainsi, (Inz)’ = (In3x)" : cela ne devrait pas vous surprendre puisque
In(3z) =In3 +Inzx.

En général, il est préférable de simplifier 'expression contenant des loga-
rithmes avant de la dériver. Ceci étant dit, il n’est pas toujours nécéssaire
de le faire.

) 1 Sl 1 ,
5. j'(x) = — - (ax)’ = — - a = — tant et aussi longtemps que az > 0.
ax ax x
1
6. K'(z) = (z)Inz+z(lnz) =1-lnzx+x- - =Inz+ 1. |
x

Nous terminons cette sous-section en illustrant une technique permettant
de dériver les fonctions algébriques sans utiliser les regles du produit et du
quotient.

Exemple 99 (DERIVEE LOGARITHMIQUE) Considérons la fonction

B (2?4 2)7(2z —21)3
y= f(.T) - 4 $4 + 1 .

Afin d’éviter d’avoir & calculer directement la dérivée de cette fonction, remarquons
que

24+ 2)7 (22 —21)3
lnyzlnf(x):1n<(x+4)($ )>
i +1
1
= 7In(z? + 2) + 3In(2z — 21) — 1 In(z* + 1),

lorsque 2z — 21 > 0, selon les propriétés du logarithme. 3 Ainsi
dlny) 1 dy d
de y dx dx

1
[7 In(z? 4 2) 4 3In(2z — 21) — 1 In(z? 4 1)

11
=T g Bt T 2 A
14z 6 x3
T 232 w21 A1
d’ou
dy 14z 6 z3
dw .[x2+2+2a;—21_3:4+1}
(22 +2)7(2x — 21)3 [ 14z 6 3
- Ve [z2—|—2 2z —21 zt+1
lorsque f(z) > 0. [

3. Il faut se restreindre & 22 — 21 > 0 sinon l'expression In f(z) n’a aucun sens.



292 LES FONCTIONS TRANSCENDANTES ET L'INTEGRALE IMPROPRE

9.1.3 La primitive du logarithme
Lorsque z > 0, Inx 4+ K est une primitive de % puisque

1 1
(nzx+K) =-+0=—.
T T

Qu’en est-il lorsque x < 07 La fonction y = In(—=x) est alors bien définie et

D () = ey =L,

dx — T

selon I'exemple 98.4. Ainsi

/1d Inz + K, lorsque = > 0
—adr = ,
x In(—z) + K, lorsque z < 0

ce que 'on simplifie en écrivant
1

/—d:c—ln\x] + K (9.5)
x

pour tout z # 0.4 Ce résultat nous permet d’intégrer un plus grande classe
de fonctions algébriques.

Exemple 100 (PRIMITIVES DE FONCTIONS ALGEBRIQUES) Déterminer les pri-
mitives des fonctions suivantes.

2
L fle)=a+ g, a#0; 3. h(x):%;

o
2 @) = —— o £ 1; L) = —— >0, £1
g.T—l_Qx,.T 33 .]x—xlnx,x , L .

Solution: Il suffit d’utiliser la formule (9.5) et la méthode d’intégration par sub-
stitution.

1 2
1. /f(a:)da;—/xdm—i—/dm—é—i—ln\x!—i—K.
T

2. Soit u =1 — 2zx. Alors Z—; = -2, d’ou —%du = dx. Ainsi

1 1 1 1 1 1 /1
/1—2xdx_/1—2x <_2> d“__2/1—2xd“__2/ud“

1 1 1
:751n|u|+C:75(1n|172x|+0):f§In|172x|+K.

4. La valeur absolue est essentielle, vous ne devez “absolument” pas I'oublier. Ha! Ha/!
Eummm, bon, enfin...
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3. Soit u = 2% + 1. Alors g—: = 2z, d’ou du = 2xdx. Ainsi

2z 1 1
/x2+1 o /:z:2+1 rar /x2+1 b

1
:/du:1n|u|+K:1n|x2—|—1+K.
u

4. Soit u =Inz. Alors ¥ = 1’0ol du = %daz. Ainsi

de —
d
S =Inju|+ K =In|lnz|+ K,
rzlnzx lnx :1: lnx
ce qui termine 'exemple. |

Remarquons qu’il est toujours possible de vérifier si la réponse obtenue est la
bonne, tout simplement en s’assurant que la fonction originale est la dérivée
de la primitive.

Finalement, nous en venons a la primitive de Inx, qui est obtenue en
intégrant par parties. Puisque Inz = 1-Inz, posons f(z) = Inx et ¢'(z) = 1.
Ainsi f'(z) = 2 et g(z) = z, d'o

1
/lnxdx:azlnm—/—~xdx:xlnx—/1dx:xlnx—x+K. (9.6)
x

Exercices 9.1

(1-10) Exprimer les expressions suivantes 8. logy, ( Za:_+12)
en termes de sommes et de multiples de
logarithmes. 9. In(a%(z — 2)5Va22 4+ 1).
L (a%/%). 10. logq, (10 4 ).
9 In ( b ) (11-16) Ré-écrire les expressions suivantes
) asc/: a ’aide d’un seul logarithme, lorsqu’il est
3. In (‘;23> possible de le faire.

11. 4logyy 2 — log, 3 + log, 16.

b3
4. In (\/ “) 12. 4log;y2 — log;o 3 + In16.

o241 13. 4log, 2 —log;q 3 + log; 16.
5. loglo ( m) 1
14. 5logypx — 3logyo(3z + 1).
6. logo (102vz —3). 15. % loggx — 3logyo(3z + 1) + 2.

2

7. logyg (\/LH) 16. 2In(z +2) +  Inz — In(vz + 1).

2
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(17-24) Déterminer la dérivée des fonctions (25-32) Déterminer la primitive des fonc-
suivantes. tions suivantes.

17. f(z) = In (V). 25. f(z) =In(y/x).

18. f(x) =22Inx. 26. f(z)=2%Inx

19. f(x) = 22In(2?). 27. f(z) = 2% In(23)

20. f(x) =12z, 28. f(z) =1z

21. f(z) = 1. 29. f(z) =xzInuz.

22. f(z) = (Inz)>. 30. f(z) = (Inz)?

2. f(x) =z 31 ()= s

24. f(z) =In(2). 32. f(z) =In(2).

9.2 Les fonctions exponentielles
Soit z € R. Puisque le logarithme est une fonction bijective, I’équation
Iny =2

a une solution unique (dépendant de z) que nous dénoterons par y = exp(x)
ou y = €. Selon cette définition, Ine” = x pour tout =z € R.

De méme, e™? = z pour tout z > 0. En effet, posons x = Inz. Ainsi
y = e = "% est 'unique solution de ’équation Iny = = = In z. D’autre part,
y = z est aussi une solution de cette équation. Puisqu’il n’y a qu'une seule
solution, les deux solutions sont en réalité égales, c’est-a-dire que e? = z,
pour tout z > 0.

La fonction exponentielle exp: R —|0, +o0o[ est la fonction définie par
exp(x) = e ; c’est la réciproque du logarithme (népérien), c’est-a-dire que

xT

y=¢e" < x=1Iny.
Chaque propriété du logarithme a une analogue exponentielle.

Soient =,y € R. Alors

EX1. " =1; EX4. (7)Y =™,
EX2. "V = ¢"e?; EX5. ¢V — iy ;
z e
. €
EX3. "V = — . EX6. Doy = R;
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r=0

FIGURE 9.3 — Réciprocité du logarithme et de I’exponentielle.

EX7. Ine* =z EX9. lim e* =0;
T——00
Inx . . : T _ )
EXS8. ¢"? = x, pour tout z > 0; EX10 $1_1>Ij{1006 +00

La dérivée de l'exponentielle est déterminée comme suit. Soit y = e”.

d(x d(Iln IS
Alors z = Iny et 1:% :—(dxy) zij—z, d’olt

= =y=e" (9.7)

Ainsi, I'exponentielle est sa propre dérivée!® Puisque (e*)’ = e* > 0 pour
tout z, la fonction exponentielle est strictement croissante sur Dey,. Par
réciprocité, elle est également continue et son graphique est la réflexion du
graphique de y = Inx par rapport a la droite ¥y = x, comme on peut le
constater a ’aide des figures 9.2 et 9.3. La propriété EXS8. indique la présence
d’une asymptote horizontale en y = 0.

9.2.1 La dérivée de ’exponentielle

Selon la regle de dérivée en chaine, la dérivée de f = e“® est tout simplement

f(z) = e @/ (). (9.8)

5. Il n’y a pas d’autre fonction pour laquelle c’est le cas.
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Exemple 101 (DERIVEES D’EXPONENTIELLES) Déterminer la dérivée des fonc-
tions suivantes.

1. f(z) =e"T2; 4. j(z) = e k € R;
2. g(z) =e o, 5. m(z) = e/
3. h(x) =xe”;

Solution: Il suffit d'utiliser la formule (9.7) ainsi que les diverses regles accumulées
au cours des siecles.

L fl(z)=e""2 (. +2) =2 .1 =¢e"2

2. g/(x)=e" 241 (= 22 4+ 1) = e~ (—2z) = _ope—TiHl
3. W(z) = () +a(e”) =1-¢" +ze” = (1 + ).

4. j'(z) = e . (kx)' = ¥ - k = ke*® pour tout k € R.

5. (@) = eV (1) = eV (=) = — el m

Nous terminons cette sous-section en illustrant une technique permettant de
dériver les fonctions exponentielles générales. ©

Exemple 102 (DERIVEE D’EXPONENTIELLES COMPLEXES) Considérons la fonc-
tion y = f(z) = /%, définie pour tout x > 0. En prenant le logarithme de
I’expression, nous obtenons

Iny =1In (xl/z> = élnx.

En dérivant de part et d’autre par rapport a x, cette expression devient

d(lny) 1 d 1y’ 1,1 11
&y e <x> lnz+ Z(Ine) = - e+ 5 = 5(1-Ina),
d’ dy __ 1 gl
ou dr — Y- [x2(1 —hl.%')] = ?(1 —lnx). [ ]

9.2.2 La primitive de ’exponentielle

Puisque (e* + K)' = e* + 0 = €*, 'exponentielle est sa propre primitive (a
une constante pres), c’est-a-dire que

/exdx:ez—i—K. (9.9)

6. Les exponentielles générales sont des expressions ou l'exposant et la base sont tous
les deux de variables, telles 2% ou z:1/%.
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Soient k,c € R. En intégrant par substitution, on montre que
kx+c 1 kx+-c
e dr = € + K. (9.10)

En effet, posons u = kx + ¢. Alors Z—Z =k, d’ou %du = dx. Alors

1 1 1 1
kz+c _ krx+c i u — LU — _ pkztc ]
/e dx /e kdu k/e du 7€ + K € + K

En général, il n’y a pas de regle permettant d’intégrer une fonction plus com-
pliquée contenant des exponentielles : il faut s’attaquer a chaque probleme
en essayant les méthodes qui semblent appropriées.

Exemple 103 (PRIMITIVES D’EXPONENTIELLES) Déterminer les primitives des
fonctions suivantes.

1. f(z) =z +€e" "2, z #0; 3. h(x):%;
ex

2. g(z) = 2we™ 1, 4. j(z) = xe ™.

T

Solution: Il suffit d’utiliser la formule (9.9) et les techniques d’intégration appro-
priées.

2
L. /f(:z:)dx:/a:dx—k/ex”d:c:g;+em+2+K.

2. Soit u = 2% + 1. Alors Z—Z = 2x, d’ou du = 2xdx. Ainsi

/2xex2+1 dx = /ex2+1-2x de = /e”ZH du = /e“ du =e"+K = er2+1+K.

3. Soit u = e® 4+ 1. Alors g—; =%, d’ou du = e*dx. Ainsi
e 1, 1 1 N
4. Posons f(z) = z et g'(z) = e7®. Alors f'(z) = 1 et g(z) = &5 = —e7%,
d’ou

/xex de = —xe * — /1 (—e ") dr = —xe* —i—/ex dx

=—ze ' —e "+ K=—"z+1)+K,

ce qui termine I'exemple. |
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Il n’est pas toujours possible de trouver la primitive a ’aide de ces méthodes.

Par exemple, la primitive de la fonction e‘é, qui est fréquemment uti-
lisée en probabilités et en statistique, ne peut s’exprimer avec des fonctions
algébriques ou des fonctions logarithmo-exponentielles.” Cela ne veut pas
dire qu’elle n’existe pas, mais qu’il faut 'exprimer autrement, a 1’aide du
théoreme fondamental du calcul.

Exercices 9.2

(1-8) Déterminer la dérivée des fonctions (9-16) Déterminer la primitive des fonc-
suivantes. tions suivantes, si elle est possible de le
1. fa) = V", faire.
2 f(x) = a?e. 9. f(x)=eVv=.
5 o 10. f(x) = 22,
3. = xz’e”
f(w) =ae , 11. f(x) = z2¢2”
— 3 ,T
4. f(z) = a’e™. 12. f(z) = a3
—x2
5. flx) =ze™™. 13. f(z) = e ",
2
6. f(z) =a%e". 14. f(z) = 2™
7. f(x) = e 15. f(2) = 7=
e 2V e 2VE
8. f(z) NCER 16. f(z) = NG

9.3 Applications

Les résultats et méthodes des chapitres précédents s’appliquent tout aussi
bien a l’exponentielle et au logarithme.

Dans cette section, nous présentons des exemples portant sur la résolution
d’équations et le calcul de la dérivée et de la primitive pour des combinaisons
de fonctions algébriques, des exponentielles et des logarithmes, sur 'optimi-
saton et la construction de graphiques, sur les surplus du consommateur et
du producteur, et sur les valeurs actualisée et capitalisée.

Vous devriez profiter de cette escale pour faire le point et pour revoir les
résultats importants des chapitres 6 et 8, question de vous rafraichir le
mémoire.

7. On vous niaise, ce n’est pas un vrai mot. Mais vous comprenez ce qu’on veut dire.
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Exemple 104 (RESOLUTION D’EQUATIONS) Résoudre les équations suivantes.

1. logipx =2; 4. 4* =9;
2. In(z —2) =4, 5. e =2,
3. (Inz)? —In(2?) = —1; 6. ¥ —e T =2.

Solution: Nous utilisons les propriétés des exponentielles et des logarithmes.

1. Effectuons les opérations suivantes :
logpz =2 <= 108107 =102 «— z = 100.

Ainsi la solution de I’équation est z = 100.

2. Effectuons les opérations suivantes :

In(z—2) 4

=t = z-—2=¢"

In(z—2)=4 < e —= r=c"+2

Ainsi la solution de I’équation est z = e* + 2.

3. Commencons par ré-écrire I’équation sous la forme
(Inz)? —2(Inz) +1=0.

Posons y = Inz. L’équation devient y? —2y+1 = (y—1)? = 0, une équation
quadratique en y qui n’admet qu’une solution : y = 1. Ainsi, les solutions
de I’équation initiale sont les solutions de I’équation Inxz = 1. Effectuons
maintenant les opérations suivantes :

Inz 1

Inr=1 <= e""=¢ <= z=c¢.

Ainsi la solution de I'équation est x = e.

4. Effectuons les opérations suivantes :

In9
£7=9 < 4" =1n9 < zlnd=1n9 < m:ln—4.
n
Ainsi la solution de I’équation est x = E—Z.

5. Effectuons les opérations suivantes :

x

e?"=2 < lne"=n2 << —zlhe=n2 < —z-1=1In2.

Ainsi la solution de I’équation est x = —In 2.
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6. En multipliant de part et d’autre par e*, nous obtenons I’équation
¥ —1=2¢" ou (e%)?—2e"—1=0.

Posons y = e*. L’équation devient y? — 2y —1 = 0, une équation quadratique
en y, admet les solutions

2+£VA+4  2+4/8
y= 2+ = ;ﬁzliVZ

Alors €® = 1 £ /2. Mais e* > 0, 1l faut donc éliminer la valeur négative
1 — /2. La solution de I’équation initiale est donc la solution de I’équation
e® = 1+ /2. En prenant le logarithme de cette équation, nous obtenons
Ine? =1In(1++/2), dott z = In(1 + v/2). [

Exemple 105 (DERIVEES) Déterminer les dérivées des fonctions suivantes.

1. f(x)=e"lnz; 4. j(z) =vInz+x;

2. g(z) = et In(z? +1); 5. h(z) = 241 )
' 3z
3. h(z) = @ ; 6. m(z) = \/eeaf +x
’ "~ (Inz)3’ ’ N '

Solution: Nous utilisons les regles des chapitres précédents.
L f'(z) =e®(lnz) + (e®)Inz=e" 14+ (-1)e® - Inz =L —Inz).

zy@:@ﬁQ@@mMJW:W“W+W+1(ﬂ+w

241
2 2
=ope® tl 4 22— 9y (ex R )

241 241 )"
(22 +1)(Inz)? — (22 +1) (In2)?) 22’z — (2% + 1)3In’z - L
. (Inx)6 B InS 2
B 2002 — 3%t Iz 2zlnz —3(z?+1)1

3. W(z) =

B In® z - Int z
4 ) = 1 ~1/2 1 —12 (1
. j(:):)—Q(ln(w)—i—:r) ‘(Inz +x) —2(ln(:1:)—|—x) x+1 .

5. K (x) = (22 +1)e3® — (22 +1) (63””)/ _ 223" — (22 4+ 1)3e3" _ 2z — 3(x% +1)

661' eﬁw 631'
1

6. m'(z) = B (e” + 1‘)_1/2 (e"+1). [ |

Exemple 106 (PRIMITIVES) Déterminer les primitives des fonctions suivantes.
1. f(z) =ze™; 3. h(z) = 2%e%;
2. g(z) = &=

€z+€71 Y

4. k(z) =zlnz, x > 0.
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Solution: Nous utilisons les regles des chapitres précédents.

1. Soit u = —z2. Alors }%du =dzx et
g2 L, du 1/, 1, 1 e
dr = _— = du = —= K=—- K.
/a:e €T /xe “on 2/6 U 26 + 26 +
2. Soit u = e® + e~ *. Alors ez—le*l“ du = dz et
/idIZ/G —et du :/ldu:1n\u|+K:1n|em+e*w|+K.
et 4 e % U et —e % U

3. Posons f(z) = 22 et ¢'(z) = €. Alors f'(z) = = et g(x) = €. Ainsi

/xzex dr = r2e® — /xex dx

Le coté droit de cette expression contient un terme qu’il faudra également
intégrer par partie. Posons f(z) = z et ¢'(z) = €®. Alors f/'(z) = 1 et
g(x) = e”. Ainsi

/xexda::xex—/emdx:xex—e$+0.
En combinant ces résultats, nous obtenons

/x%”’dmzm%m—/xewdx:xQex—(xew—ew—i—C) = 22" —ze” +e” + K.

4. Posons f(z) =Inz et ¢'(z) = z. Alors f'(z) = L et g(z) = L. Ainsi

2
2 1 2 2 1
/fclnxdm:xln:p/-xda@:xlnx/xdm
2 r 2 2 2
2 1 2 2 1
—a;lnx—-x—i—K—J;(lnx—z)—i—K,

ce qui termine I'exemple. |

Exemple 107 (OPTIMISATION)

1. Trouver le maximum et le minimum de la fonction définie par f(z) = xe™™
sur l'intervalle [0, 3].

Solution: Il faut commencer par trouver les points critiques de f. Pour
ce faire, nous calculons la dérivée
fl(x)=(2)e " +a (e_m)/ =l-e "+ (—e")=(1-a) "

I n’y a qu’'un point critique, en = 1 (puisque e~* # 0 pour tout x). Ainsi,
il y a trois points a considérer.
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(e _Jo] 1 | 3 |
[ f@) [[0] e =037 [3?~0.15 |

Alors, sur l'intervalle [0, 3], f atteint son minimum en x = 0 et son maximum
en z = 1:le minimum est f(0) = 0, tandis que le maximum est f(1) = e~ ! ~
0.37.

2. Optimiser la fonction définie par g(x) = In(z? + 1) sur l'intervalle [—2, —1].

Solution: Il faut commencer par trouver les points critiques de g. Pour
ce faire, nous calculons la dérivée

1 2x

, [
g(x) 2R

Il n’y a qu'un point critique, en z = 0 (puisque 22+ 1 # 0 pour tout z). Mais
ce point critique ne se trouve pas dans Uintervalle [—2, —1]; il faut donc le
rejeter. Ainsi, il n’y a que deux points & considérer.

x| 2 | -t ]
[9() [In5~1.61 [ In2~0.70 |

Alors, sur Uintervalle [—2, —1], ¢ atteint son minimum en x = —1 et son
maximum en £ = —2 : cle minimum est g(—1) = In2 =~ 0.70, tandis que le
maximum est g(—2) =In5 ~ 1.61. [ |

Exemple 108 (CONSTRUCTION DE GRAPHIQUES)
1. Esquisser le graphique de la fonction définie par f(z) = In(z? + 1).

Solution: Utilisons la marche a suivre.
1. La fonction f(z) = In(2? + 1) n’est pas définie lorsque l'intérieur est plus
petit ou égal & 0, ce qui n’est jamais le cas puisque x? + 1 > 0 pour tout
x. Ainsi,
D f :] — 00, —|—OO[.
2. La fonction n’a pas d’asymptote verticale puisque Dy = R.

3. Lorsque  — +00, 2 + 1 — +00. Par continuité du logarithme,

lim In(z? +1)= lim In(u) = +oo;

r—+00 u—~+00

il n’y a donc pas d’asymptote horizontale.



9.3 APPLICATIONS 303

4. La fonction a des zéros la ou son intérieur est 1, c’est-a-dire lorsque
22+1=1.

Il n’y a qu’une solution : z = 0. Ainsi, Z; = {0}. L’ordonné & l'origine
est obtenue en substituant = 0 dans f, c’est-a-dire f(0) = In(0>+1) =
In1 = 0. Ainsi, O = {0}. Le point (0,0) est donc sur le graphique.

5. La dérivée de la fonction est

2z

F@ =5

La fonction n’a qu’un point critique, en z = 0, puisque le numérateur
de f’ est 0 & ce point. Le dénominateur de f’ n’est jamais nul puisque
22 +1>1>0.

6. La seconde dérivée de la fonction est

(22) (z® +1) — 2x(2* + 1) 2(2®+1) —22(22) —2@x—1)(z+1)

(x241)? B (22 41)2 o (a241)2

f(x) =

Le numérateur de f” est nul lorsque z = —1 et x = 1. Le dénominateur
de f" n’est jamais nul puisque (z% +1)2 > 1 > 0.
7. Les points de la partition de R sont alors —1, 0 et 1.

8. Le comportement de la courbe est donné par le tableau suivant :

r<—-1|-1l<z<0|0<z<l|z>1
f) | = = + +
[T [ - + + -
F@ T N7 ~ [ 7 T ]

9. La fonction a un minimum en (0,0) et des points d’inflexion en (—1,1n2)
et (1,1n2).

10. Le graphique est présenté a la figure 9.4.

22
2. Esquisser le graphique de la fonction définie par g(z) = e~z

Solution: Utilisons la marche a suivre.

22
1. La fonction g(x) = e~ = est toujours définie. Ainsi,
Dy =] — 00, +00].

2. La fonction n’a pas d’asymptote verticale puisque D, = R.
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10.

2 . oLz .
. Lorsque x — +00, —% — —oo. Par continuité de 'exponentielle,

M)

lim e~z = lim e"=0;
r—Fo00 U——00

il y a donc une asymptote horizontale en y = 0.

22

. La fonction n’a pas de zéro puisque e~ 2 > 0 pour tout x € D,. Ainsi,

Zy = @. L’ordonné a l'origine est obtenue en substituant x = 0 dans g,

2
c’est-a-dire ¢(0) = e~z = ¢ = 1. Ainsi, Og4 = {1}. Le point (0,1) est
donc sur le graphique.

. La dérivée de la fonction est

g(x)=e2 . <_9c2> =—ze 2.

La fonction n’a qu’un point critique en x = 0 puisque c’est le seul endroit
ot ¢'(x) = 0. De plus, ¢'(z) est défini pour tout x € Dy.

. La seconde dérivée de la fonction est

Jd'"(x)=(—2)e 7 —x <e_2> =—e 2 —zxe 2 -(—x)

2 2

x x

=@ —1e 2 =(z—1)(z+1)e 7,

qui est nulle lorsque x = —1 et x = 1, et définie pour tout x € D,.

Les points de la partition de R sont donc —1, 0 et 1.

. Le comportement de la courbe est donc donné par le tableau suivant :

r<-1|-1<z<0|0<z<]l |z>1
f'(x) + + - -
f"(x) + - - +
1T 7 T N T N
. La fonction a un maximum en (0, 1) et des points d’inflexion en (-1, 67%)
et (1,67%).
Le graphique est présenté a la figure 9.5. |

Exemple 109 (SURPLUS DU PRODUCTEUR ET DU CONSOMMATEUR) Si offre et
la demande d’un article sont données par

S(q) =5e? et D(q)=20e 9,

déterminer les surplus du producteur et du consommateur.
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T

z V=0

2

FIGURE 9.5 — Graphique de la courbe y = ¢~ 2 .

Solution: Il faut commencer par trouver le point d’équilibre (¢*, p*), c’est-a- dire
le point ou l'offre est égale a la demande. Ainsi,

5ed =20 = e27=4=2% <= Ine*?=In2? < 2¢=2In2,

d't1 ¢* = In2 est la quantité d’équilibre et p* = S(g*) = 5e2 = 10 est le prix
d’équilibre.

Selon les formules (8.4) et (8.5), les surplus recherchés sont alors

q* In2
S.C. = / (D(q) — p*)dqg = / 20e 9dg — 10In2 = 20[ — e—q}g“ —10In2
0 0

1
=20 (_e—1n2 —|—eo> —10In2 =20 (—2 + 1) —10In2 =10(1 —In2), et

" q-
S.P. = / (p* —S(q))dg=10In2 — / 5eldg =10In2 — 5[6(1]312
0 0

= 10ln2 -5 <eln2 —eo> = 10In2-52-1)=10In2 - 5=5(2ln2 — 1).

Ceci termine ’example. [ |
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Au premier chapitre, nous avons discuté de la valeur capitalisée et de la valeur
actualisée d’une série de paiements constants, versés a intervalle régulier.

En général, les entreprises font des revenus qui varient de maniere contine
avec le temps. Dans la région d’Ottawa, par exemple, les revenus de vente de
costumes de bain sont plus élevés au printemps et au début de 1'été qu’ils ne
le sont en automne et au début de 1'hiver.

Supposons qu’une entreprise dépose continuement ses revenus (qui ne sont
pas nécéssairement constants) dans un compte en banque ou l'intérét est
composé continuellement & un taux de r% pendant T' années.

La valeur capitalisée est le solde du compte a échéance, tandis que la
valeur actualisée est la somme totale qu’il faudrait déposer initialement
afin d’obtenir ce montant.

Soit B(t) le taux annuel auquel I'entreprise effectue ses dépots. Ces valeurs
sont exprimées par

T T
V.C.:/ Bt)e"' TV dt et V.A.:/ B(t)e " dt. (9.11)
0 0

Exemple 110 (VALEUR CAPITALISEE ET VALEUR ACTUALISEE) Déterminer la
valeur capitalisée et la valeur actualisée d’un revenu constant et continu de 18,0009$
par année pendant 4 ans, en supposant que le taux d’intérét est 6%.

Solution: En utilisant les formules (9.11), nous obtenons

4 4 —0.06t+0.2474
V.C. = / 18000¢°96(4=1) 4t = 18000 / e 0:06t+0.24 1 — 18000 [006]
0 —U.

0 0

18000
=1 " ~ 81,374
006 [1— "] ~ 81,374.75%

et

—0.06

4 4 o—0.06¢ 4
V.A. = / 18000e %% gt = 18000 / e 006 g = 18000[ ]
0 0 0

1
8000 02

— — 1] ~ 64,011.648.
0.06 J ~64,011.648

Ainsi, il aurait fallu déposer ~ 64.011.64 & t = 0 avec un taux d’intérét de 6% afin
d’obtenir une valeur capitalisée de ~ 81,374.75 apres 4 ans. |
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Exercices 9.3

(1-12) Résoudre les équations suivantes,
s’il est possible de le faire.

In(1+4z) =3.

e T A
—_
B
—~
w
8
~
I
-3

,_.
e}
o

5 Q
w
8

|
\]

,_.
-
)
8
O
8
Q
8
I

12. ze™® —Te ™" =

(13-18) Déterminer la dérivée des fonctions
suivantes.

13. f(z) = e

14. f(z) =122

15. f(z) =1In(e®* +1)
16. f(z) =1In(e® —e™®)
17. f(z) =In(e® +e77)
18. f(x) = en®

(19-24) Déterminer les primitives des fonc-
tions suivantes.

19. f(z) = %
2. ()= S
21. f(z) = Ve®.

22. f(x) =e"1+e®.
23. f(x) = JzeV®

24. f(z) =In(e”)

’ (25-31) Optimiser les fonctions suivantes. ‘

25. f(z) = In(y/z) sur [1,4].

26. f(z) =eV® sur [1,4].

27. f(z) =In(e” 4+ 1) sur [0,In2].
28. f(x) =In(e® — e *) sur [0,1n 2].
29. f(z) =In(e” 4+ e %) sur [0,In2].
30. f(z) = 2%e® sur [-5,2].

31. f(z) =2%Inz sur [3,2].

(32-38) Esquisser les graphiques des fonc-
tions suivantes.

32. f(x )— (\f)-

33. f(x) =

34. f(z) = (e +1).
35. f(x) = In(e” — ).
36. f(x) = (e +e 7).
37. f(x) = 22

38. f(x) = 2lnac

(39-42) Déterminer les surplus du consom-
mateur et du producteur si l'offre et la
demande sont données par S et D.

39. D(q) =20e" 7, S(q) = 10e9
40. D(q) = 20e~17, S(q) = 4e?
41. D(q) = 15e71, S(q) = 5e?
42. D(q) = 15¢~9, S(q) = e

(43-45) Déterminer la valeur actualisée et
la valeur capitalisée avec les données sui-
vantes.

43. B(t) = 1000t, T = 10, r = 0.05.
44. B(t) = 1000t, T = 20, r = 0.05.
45. B(t) = 1000t, T = 10, r = 0.10.
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9.4 L’intégrale impropre

Nous avons vu précédemment que ’aire sous la courbe y = f(x) entre x = a
et x = b est donnée par 'intégrale définie f: f(z) dx. Cette expression n’a un

sens que lorsque f est bornée (et continue) et lorsque 'intervalle d’intégration
[a, b] est fini.

Nous verrons cependant qu’il est possible de généraliser la définition de
I'intégrale définie afin de calculer 'aire d’une région planaire qui n’est pas
bornée.

9.4.1 L’intégrale impropre du premier type

Soit f : [a,00) — R une fonction continue sur U'intervalle [a, 00). L’expression

oo b
/ f(x)dr = lim | f(x)dx
a b—oo)
est une intégrale impropre du premier type. Si la limite existe, nous
dirons que 'intégrale impropre converge, sinon qu’elle diverge. ®

Exemple 111 (INTEGRALES IMPROPRES DU PREMIER TYPE) Déterminer si les
intégrales impropres suivantes convergent ou divergent.
oo 1 oo
1./ — dx; 4./ e " dx, k<0;
1 2 a

2. / 1 dx ; 5. / ze Tdu;
1 T 0

3. / e Mdr, k>0; 6. / < — > dx.
@ 4\ T—2

Solution: Il suffit de vérifier si les limites appropriées existent.

1. Puisque

0 b b
1 1 1 1
J = [ = g |-2] =[5 (1)
1 T b—oo J1 X b—o0 x|y b—o0 b 1

. 1 . 1
=lim |——+1|=—1lm (- |+1=04+1=1,
b—o0 b b—oo \ b

I'intégrale impropre converge.

8. Le vocabulaire des intégrales impropres est semblable a celui des séries infinies; ce
n’est pas surprenant puisque ce sont deux aspects du méme concept.
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2. Puisque

xT b—oco J1 T b—o0

e b
/ ldav = lim 1dac: lim [ln]x”l; = lim [In|[b] — In|1|]
1 b—o0
= lim [In|b|] = 400,
b—o0

I'intégrale impropre diverge.

3. Puisque
00 b —kzb —kb —ka
/ ek dr = lim ek dr = lim € = lim [e _ € ]
a b—o00 a b—00 —k a b—oo | —k —k
1 e—ka e—ka e—ka
=—— i ( *’“b) =0 = ,
o \& ) T 0T k
k>0
I'intégrale impropre converge.
4. Puisque
00 b —kzb —kb —ka
/ e F dr = lim e * dr = lim € = lim € _ € ]
a b—00 a b—00 — a b—oo | —k —k
1 b e—ka
= A (e >+ K= %
k<0

I'intégrale impropre diverge.
5. En intégrant par parties, nous obtenons

00 b b b
/ ze Fdr = lim ze Tdx = blim [[xe_x]o + / e ” d:n}
0 0

b—o0 0 —00
Pk
= lim |[be ®—0+ [} ] = lim [be*b —e bt 1}
b—o0 -1 0 b—o0
=0-0+1=1.

Ainsi I'intégrale impropre converge.

6. Puisque

(1 1 b1
/ (— ) dr = lim <— ) dz = lim [In|z| —ln|x—2|]i)L
4 X x—2 b—oo Jy X T —2 b—ro0

b
) 4
] = lim [ln 4_2H

4 b—oo
17‘ 4 1 1 .
1nteg1"a € 1mpropre converge.

x In

xr —

= lim [ln

b —
b—2

=In|l]—=In|2| = —In2,
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Discussion Lorsque l'intervalle d’intégration est infini, la région bornée par la
courbe y = f(x) et 'axe des = entre a et 0o n’est pas bornée. Si 'intégrale impropre

/aoof(ac) dx

converge, que pouvez vous dire au sujet de 'aire de cette région ?

9.4.2 L’intégrale impropre du second type

Soit f: ]a,b] — R une fonction continue qui n’est pas définie en x = a. L’expression
b b
/ f(z)dz = lim () dx
a u—at Jy
est une intégrale impropre du second type. Si la limite existe, nous dirons

que lintégrale impropre converge, sinon qu’elle diverge. ?

Exemple 112 (INTEGRALES IMPROPRES DU SECOND TYPE) Déterminer si les
intégrales impropres suivantes convergent ou divergent.

11 1

1. /de; 4. /lnxdm;
(O 0
17 1

2. /dx; 5. /xlnwdaz;
0T 0

3 /1 L 6. [“24
) ——dx; ) —dz.
o w1/2 0o VT

Solution: Il suffit de vérifier si les limites correspondantes existent.

1. Puisque

1 1 1
1 1 1 1 1
/ — dr = lim — dr = lim [—} = lim [— — <—>]
0 u—0t J, T u—0t T, u—0t 1 U

1 1
= lim [—1]: lim <>—1:—|—oo,
u—0t [ U u—0t \ U
I'intégrale impropre diverge.

2. Puisque

1 1
1 1
/dx: lim —dz= lim [In|z|] = lim [In[l] —In|ul]
0 u—0t

1
x u—0t J, T u—07F w

= ulirg{r [ —In|ul] = +oo,

I'intégrale impropre diverge.

9. On peut aussi définir une intégrale impropre sur [a, b].
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3. Puisque

u—0t u—0t

T . | . o
/()de: lim ’ mdx: lim [2\/5]u=ulgg+ [2[—2@}

=2-2 lim (Vu)=2-0=2,

u—07t
I'intégrale impropre converge.
4. Puisque
1 1
/ Inzdr = lim Inzde= lim [zInz—z]. = lim [1In1—1—ulnu+ ul
0 u—0t Jy u—0t u—0t

=—1— lim (ulnu—u)=-1+0+0=—1,

u—0+
I'intégrale impropre converge.
5. En intégrant par parties, nous obtenons

1 1 1 1
/af;lnxdm: lim rlnzdr = lim [4x2(—1+21nm)}
0

u—0t Jq u—07t u

1
= 7 lim [12(-1+2In1) — v*(—1+ 2Inu)]

4 u—0
1 . 9 1 1
=7 [—1 + lim (u?(1— 2lnu))] =—1ft0=7
Ainsi I'intégrale impropre converge.
6. Puisque
1.z 1z
/ ¢ dxr = lim / € dr = lim [26\/5]1;
0 \/5 u—0t1 Sy \/5 u—0t
=2 lim [el — e\/ﬂ
u—0t
=2 [e — lim (eﬁﬂ =2(e—1),
u—0t+
I'intégrale impropre converge. |

9.4.3 Les tests de convergence

Il est souvent plus important de déterminer si une intégrale impropre converge
ou diverge sans 1’évaluer explicitement, d’autant plus que ce calcul n’est
pas toujours possible ; la comparaison avec des intégrales impropres connues
permet de contourner cette difficulté.
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Théoréme 24 (TEST DE DIVERGENCE, INTEGRALES DU PREMIER TYPE)
Soit f une fonction continue. Si lim, o f(x) # 0, alors [7f (z) dz diverge.

Théoréme 25 (TEST p) L’intégrale impropre

1
/—dx
1 xP

converge si et seulement si p > 1, tandis que
1
1
—dx
o o¥
converge si et seulement si p < 1.
Démonstration: Si p = 1, nous avons vu que l'intégrale impropre diverge dans
les deux cas puisque [ % dx = In|z| + K. Supposons maintenant que p # 1. Alors

0 b 1 .
/ —dr = lim —dr = lim [ }
1 P b—oo J1 aP b—oo | —p+ 1],

—p+l 1—p+1 1
= lim [ b } =1 [lim (b17P) — 1}
—00 —p

b

—-p+1 B —-p+1 b—ro0
et
1 1 —p+1 1
1 1 p
—dzr = lim —dr = lim z
o TP u—0t ), 2P u—0t | —p+1],
1—p+1 —p+1 1
= lim _u = 1— lim u!'7P|.
u—0t |—p+1 —p+1 1-—p u—07t
Mais
lim plr =% SP>L
b—o0 400, sip<l1
et
u—0+ 400, sip>1
d’ou
oo 1 i
/ idaz: 1 sip>1
1 P diverge, sip <1
et

1 1 ;
idx: 1—p’ Slp<1’
o aP diverge, sip>1

ce qui termine la démonstration. |
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Théoréme 26 Soit k € R. Si [ °f(z)dz and [ “g(z) dz convergent, alors

[ @)+ gl da

converge également.

Il faut faire attention en utilisant ce théoreme : il y a des fonctions f et g dont
les intégrales impropres divergent qui sont telles que l'intégrale impropre de
la somme converge, comme c’est le cas pour le dernier exemple a la page 309.

Exemple 113 (INTEGRALES IMPROPRES) Déterminer si les intégrales impropres
suivantes convergent ou divergent.

00] 0 12 0 12
/Mdm 2. / (Chty / CRAVPN
1 x 1 x

Solution: Il suffit de vérifier si les limites appropriées existent.

1. En intégrant par parties, nous obtenons

*lnzx bIng nzl® 1 /%1
—d = 1i ——dx = i - i —d
/ e 1ol e “ 2x2]1 + 2/1 a3 x]

L [1]1 = lim [—lnb—1+1]
b—oo 262 4 | 22 1 b—oo 262 42

— 1_

=040+, =

Ainsi I'intégrale impropre converge.

2. En simplifiant, nous obtenons

(g +1)2 (g + 1)2 ©r1 2 1

Selon le théoreme 25, les intégrales

/dm /dm and %
1 X

sont toutes convergentes. Ainsi, I'intégrale impropre fl ( +23 2+ ) dx

converge selon le théoreme 26. 19

10. Incidemment, la valeur de 'intégrale est %, mais il n’est pas nécéssaire de la calculer
afin de répondre a la question.
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3. Puisque
0 1 2 b 1 2 b 2 1
/ W(ix:lim @dﬂv:lim <1++2) dx
1 X b—o0 1 X b—o0 1 X X
11° 1
= lim [w+21nx|—] = lim {b+21n]b[—] = +o00,
b—o0 T]q b—o0 b
I'intégrale impropre diverge. |

Théoréme 27 (TEST DE COMPARAISON, PREMIER TYPE) Soient f et g
deux fonctions continues sur [a, +00] telles que 0 < f(z) < g(z) pour tout
T > a.

1. Si [*g(x)dx converge, alors [*f (x) dx converge.
2. Si [7°f(x) dx diverge, alors [g(z) dx diverge.

Théoréme 28 (TEST DE COMPARAISON, SECOND TYPE) Soient f et g deux
fonctions continues sur |a, b] telles que 0 < f(x) < g(z) pour tout a < x < b.

1. Si f;g(x) dx converge, alors fabf(x) dx converge.
2. Si fabf(x) dx diverge, alors f:g(:c) dx diverge.

En général, si I'intégrale impropre faboo f(z)dx converge, nous ne pouvons
rien en conclure au sujet de l'intégrale impropre faboo g(z) dz ; de méme pour
fab’oo f(x)dw si f:oo g(z) dz diverge.

Ces résultats sont compatibles avec U'interprétation de I'intégrale en tant
qu’aire d’une région (non-bornée), ce que nous illustrons pour les intégrales
du premier type.

Soient A et B les régions délimités respectivement par 'axe des = et les
courbes y = f(z) et y = g(x) entre a et +o00. Puisque g(z) > f(z) > 0 pour
tout x > a, la région A est contenue dans la région B. Ainsi, si 'aire de B
est finie, il en est de méme pour l'aire de A; de plus, si la région A est trop
“grande” pour que son aire soit finie, il en est de méme pour B.

Exemple 114 (Intégrales impropres) Déterminer si les intégrales impropres sui-
vantes convergent ou divergent.
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3
1./ ! dx ;
2 T —2
o0 2
2. / e ¥ dx;
1

o
1 *+x

Ly +1

) .TQ
5. ————dx;
/1 xt 4223 + o

1 22
6. —d
/0:1:4+2x3+x v

Solution: Nous utilisons les tests présentés dans cette section.

1. Effectuons la substitution v = z — 2. Alors

r

L du

\/%-2: 0 ﬁ

Selon le test p, cette intégrale converge.

. Siz>1, alors z < 2?2, dot —z > —a% et 7% > e~ > 0. Ainsi

0§/ erde/ e Tdzx.
1 1

. _ . _p2
Mais flooe * dx converge. Selon le test de comparaison, flooe *” dx converge
également.

. Siz>1, alors < 22, d’ot

x

x
>7
2+ 2z

“dx © oz
0< / / O dx.
Selon le test p, 5 fl CZ” diverge, d’ou f1 —2-— dx diverge également, en vertu

du test de comparaison.

.Si0<zx<1l,alorsz+1>1,dou

&\'—‘
v
o

Ainsi

Ainsi

lag+1

Selon le test p, 0 d -373 diverge, d’ot1 f ~372 dx diverge également, en vertu du

test de comparaison.
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5. Siz >1,alors z* + 223 + 2 > 24, dou()<m§%4 et
z? z? 1
L Oe—
i+ 203+ — 2t 22

Ainsi - ) -
0§/4xd§f S/dxda:.
1 Tt 4223+ 1 a2

ooda s N [OO 22 ,
Selon le test p, fl oz converge, d’ou fl g s s dx converge également, en
vertu du test de comparaison.

6. Siz>1,alors 2 + 223 + x < 2t + 22* + 2% = 424, d’oﬁwlngﬂEZﬁet

x? x2 1

A28+ T 4xt 422 T

2
0< d
/4x2 /:1:4+2x3+x o
2

Selon le test p, %foi—g diverge, d’ou fom dx diverge également, en
vertu du test de comparaison. |

Ainsi

Exercices 9.4

(1-16) Déterminer si les intégrales im- 7 16_3%d$
propres suivantes convergent ou di- R V) '
vergent. oo 1
8. / 5 dx.
1 1 7 X 75x+6
1. / dx. S
o 1—a? 9. / —dx.
oo —2f 7 x4 —bx+6
2. 1
1 \f 10. /(1na:)2 dz
1 _zf 0
3 e
“Jo f 11. /x2lnxd1’.
4 ., 011
4. /(w—2)_ /3 da. 12. / 2 dx.
. 0 Vz
5. / (x — 2)74/3 dz. 13. / 1 dx
4 5 zln(x)
A PR B
. 14. .
e fo 7
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o x e 2
15. —— dx. 21. =427 g
/10 223z +2" /1 c o
16 /°° ! d 22 /OO ! d
1 ]. + e’ t 1 14/1-7 + 1.2
23 0071 d
(17-28) A Taide du test de comparaison, ’ /1 Y3 F 22 o

déterminer si les intégrales impropres sui- 1 1
vantes convergent ou divergent. 24. / ——dx.
& £ 0o Vad + z?

17. dx. 25

1 1+a? ' /0 Dk
“V1+Vzx /°° 1
18. ~————dx. 26. ——dx.
/1 x? 1 ‘6/$4 + 2

19 27

/19«"dx
“Jo ST+ 26
4 2. | —— dr.
/0 Vb + a2 v /1 zb(el/* —1) v

> 1
. —dx.
/1 Va3 + z2
20

9.5 Exercices supplémentaires

(1-4) Supposer qu'une somme A soit 8. Montrer que b¢ = e¢n?,
placée dans un compte dont l'intérét de
1% est composé annuellement. Le solde
apres n années est S = (1 + i%)"A.

9. Déterminer ¢'(x).
10. Déterminer [ g(x)dx.

Aprés combien d’années le solde dépasse- 11. Déterminer h’'(x).
t-il 4000$ dans les cas suivants ? 12. Déterminer [ h(z) dz.
1. A =3000 et ¢ = 0.06.
2. A=13000et i=0.12. (11-15) Soient z,y > 0, et r € R, et
3. A=1500et i = 0.06. définissons Inx = flx % dt.
4. A=1500 et i =0.12. 12. Montrer que In1 = 0.

(5-7) Soient a,b > 1 et ¢ > 0. Alors 13. Montrer que In (zy) =Inz +Iny.

log, c = llggzg C’est la formule du chan- 14. Montrer que In (
gement de base des logarithmes. Po-

sons f(z) = log, .

% =Ilnx —Iny.

15. Montrer que In (2") = rlnz.

16. Montrer que In (i) =—Iny.

5. Démontrer la validité de la formule
du changement de base.
6. Déterminer f(x). ’ (16-23) Résoudre les équations suivantes.

7. Déterminer [ f(z)dz. 16. In (22) 4+ Inz = 30.

3/2 _
(8-12) Soient b > 0 et ¢ € R. Posons 17. In (;v / )—ln\/yf—f).
g(z) = b et h(x) = z°. 18. In(4z) — 3In (2?) = In2.
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19. In (%) +In (2373) =1In3.
20. €2 — ¢ = 6.
21. e72% — 3% = —2.

22. ;5 =2.
23 ﬁ = 4

(24-30) Evaluer les intégrales définies sui-
vantes.

In 106—2\/5
1V

2673%
25. / P dx.
1 2

24. dr.

2

26. / Inzdx.

27. / (Inz)? dx.

2
28. / zlnzdx.
1

ng

e Ve

1n2 1
30. / dx.
o l+e®

29 dz.

(31-44) La variation de profits lorsque le
niveau de production passe de x = a a
x = b articles est l'intégrale définie du
profit marginal entre z = a et x = b.
Calculer la variation de profits lorsque la
production passe de 1 a 10 articles.

31. Cp(z) = €%, Ry (z) = e,

32. O (z) = 200, Ruy(z) = €% + 2z.

33. Cp(z) = 2z€™, Ry (z) = 322e*”.

34. Cp(x)=lnz, Ry(x) =2

35. Cp(z) = 100 + 22, Ry, (z) = 2%e”.
36. Co(x) = V7, Rpn(x) = 2% (14 31nx)
37. Cp(z) = 23", Ry (z) = 200z

38. Cn(@) =0, Rp(z) = =25
39. Pp(z) = ze® 4 2%e®

40. Pp,(z) = In(\/x).

41. Pp(z) =zIn (H%)

42. Py, (x) = In(2%)

43. P (z) =22 + €3 + L (Inz)?
44. P (z) =In(y/z +1).

(45-46) Soit n! =n-(n—1)---3-2-1 pour
tout n € N.

o0
45. Montrer que/ z"e *dr = n!

0

1
46. Montrer que/ (In x)" dr = (—1)"-n!
0

(47-50) Trouver tous les p € R pour les-
quels les intégrales impropres suivantes
convergent et d’eterminer leur valeur.

47. / 2P Inz dx

48. / 2’ Inz dx
0

< 1

w. [ s
. z(lnz)P
c 1

50. /7do:
1 z(lnz)P

51. Si faoo f(x)dx converge, montrer que

/o:Lf($)dx/aoof(m)dx.

52. Soit b € R. Si toutes les intégrales
impropres  impliquées  converge,
démontrer

/aoof(x) do = /abf(x) dm—i—/boof(x) da.




Considérons ’équation
1+1=2. (1)

Il est bien connu que
l1=1Ine et 1=sin’z+ cos®z,

pour tout z € R. De plus,
=1
2=>" TR
n=0

Ainsi, (1) peut s’exprimer de la maniere suivante :

o0
1
Ine+ (sin? z + cos? z) = Z on’ (2)
n=0

pour tout x € R. Remarquons que

1\*
e = lim (1 + 7> et 1=coshyy/1— tanh? vy,
t—o0 t

pour tout y € R. Il est donc possible de remplacer (2) par

1\  coshyy/1 — tanh?
1n<lim (1+t)>+(sin2:c+0052x)zcos Y = an ?/7 (3)

t—o0
n=0

pour tout x,y € R. Certains auteurs remarquent en plus que

1-— 2 1 2
sinZp = L708C2) g2 = LT 0528)

2 2

mais ces transformations sont superflues.

— AUTEUR INCONNU
Fragment trouvé sur Internet, se moquant de certains

professeurs qui compliquent leurs explications.






Chapitre 10

Les bases du calcul
multi-variables

En général, une quantité quelconque est affectée par plus d’une variable : le
prix d’une maison, par exemple, est fonction des taux d’intéréts, du temps
de 'année, du quartier, etc.

Les concepts développés dans le cadre de fonctions d’une variable ne
peuvent étre appliqués tels quels avec 'ajout de variables supplémentaires,
comme on peut le constater dans I’exemple suivant.

Exemple 115 (GUGUSSES ET GOGOSSES) La compagnie Cie. Inc. produit des
gugusses et des gogosses. Ses profits mensuels sont exprimés (en milliers de dollars)
par ’expression

81 + 16xy — zt — y4,

ol x et y représentent respectivement le nombre de gugusses et de gogosses vendus
mesuellement (en milliers d’'unités). Quel nombre d’article de chaque sorte doit-elle
vendre afin de maximiser ses profits, si la vente de chaque article ne peut dépasser
3000 unités par mois ?

Solution: Nous devons maximiser la fonction
P = P(z,y) = 81 + 16zy — z* — y/*,
soumise aux restrictions 0 < z < 3 and 0 < y < 3. La marche a suivre présentée

précédemment ne peut-étre utilisée directement puisque les ventes de gugusses et
de gogosse ne sont pas reliées : il est donc impossible d’éliminer une des variables.

321
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Si Cie. Inc. s’attend & vendre 3000 gogosses (y = 3 est fixe), le profit réalisé
par 'entreprise est
h(z) = P(z,3) = 81 + 16 - 3z — 3% — 2* = 482 — 2.
Puisque h/(x) = 48 — 423, le seul point critique de h est x = 1213, En ajoutant
les bornes x = 0 et = 3, nous obtenons le tableau suivant :
L@ o] 12" |3 ]
[h(z) [0[~8242]63]

Ainsi, h a un maximum lorsque z = 12'/3. Est-ce également un maximum de P ?
Si Cie. Inc. s’attend & vendre 1000 gogosses (y = 1 est fixe), le profit réalisé
par ’entreprise est
g(x) = P(x,1) = 81 + 162 — 1 — ' = 80 + 162 — z*.

Puisque ¢/(z) = 16 — 422, le seul point critique de g est z = 4'/3. En ajoutant les
bornes x = 0 et x = 3, nous obtenons le tableau suivant :

|z o] 4% [3]

[ g(x) [ 80 [ ~99.05 [ 47 |

Ainsi, g a un maximum lorsque x = 41/3,

Puisque P(1,4'/3) > P(3,12'/3), P n’atteint pas sa valeur maximale lorsque
z = 121/3 et y = 3. Nous ne sommes donc pas encore en mesure de répondre a
cette question. Nous y reviendrons. |

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts de base a partir des quels il est
possible d’optimiser des fonctions de plusieurs variables.

10.1 Les fonctions de plusieurs variables

Soit n un entier. L’ensemble R” est ’ensemble des n—tuples de nombres réels,
c’est-a-dire
Rn = {($17axn) : xla---7xn GR}

Ainsi R! = {z : € R} représente une droite, R? = {(z,y) : ,y € R} un plan, et
R? = {(z,y,2) : 2,9, z € R} Pespace.

Une fonction de n variables est une regle associant un nombre unique a chaque
élément d’une partie donnée de R". L’ensemble des points ou cette regle est bien
définie est le domaine de la fonction, tandis que ’ensemble des valeurs que prend
la fonction est I'image. Si f : A — B est fonction de n variables, nous dénoterons
sa regle par b = f(ay,...,a,).
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FIGURE 10.1 — Représentation d’une fonction de deux variables.

Exemple 116 (FONCTIONS, DOMAINES ET IMAGES)

1. Considérons la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = = +y. Le domaine
est R? puisque ’on peut associer le nombre = +y & toute paire (z,y) de R
L’image est R puisque f(z,0) =z + 0 = x pour tout x € R.

2. Considérons la fonction g : R? — R définie par g(z,y) = v/ — y. Le domaine
est 'ensemble de toutes les paires (z,y) telles que x —y > 0, c’est-a-dire le
demi-plan y < x. L’image est [[0, +-00) puisque g(x2,0) = V&2 — 0 = x pour
tout réel = > 0.

3. Considérons la fonction h : R? — R définie par h(z,y) = ﬁ Le domaine
est RZ — {(0,0)} puisque (0,0) est le seul point ot h(z,y) n’est pas défini. !

L’image est RT puisque h(z,y) > 0 pour tout (z,y) € R2,

4. Considérons la fonction k : R2 — R définie par k(z,y) = —e~ (%", Le do-
maine est R? puisque I’exponentielle est toujours définie. L'image est [—1,0)
puisque 0 < e * < 1 pour tout u = z2 + y? > 0. |

La différence conceptuelle entre le calcul a une variable et le calcul a deux va-
riables est beaucoup plus prononcée que celle entre le calcul a deux variables
et le calcul a n variables lorsque n > 2. Pour cette raison, nous concentrerons
nos efforts sur les fonctions de 2 variables.

Le graphique d’une fonction f : R — R est une courbe dans le plan R?; celle
d’une fonction f:R?* — R est une surface dans R3, dénotée par z = f(z,y).
Les points de cette surface sont de la forme P(a,b, f(a,b)), ou (a,b) est dans
le domaine de f. Par exemple, la surface définie par z = 22 — y est l'en-
semble {(z,y,2? —y) : z,y, € R}. Ainsi P(3,1,8) est sur la surface puisque
3?2 — 1 =8, tandis que Q(3,1,—2) ne l'est pas puisque 3% — 1 # —2.

1. Autrement, h(0,0) = ﬁ = % ce qui n’a aucun sens.
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Exemple 117 (SURFACES) Voici les graphiques de quelques surfaces z = f(x,y),
ainsi que les points saillants de ces dernieres.

cone z =2 — /22 + 92 paraboloide z = 2% + y?

domaine : R? domaine : R?

image : (—00,2.] image : [0, +00)

maximum atteint en (z,y) = (0,0) minimum atteint en (x,y) = (0,0)

plan z = Jy —x +1 Surfac.e:z:\/m

domaine : {(z,y) € R? : x >y}
image : [0, +00)

minimum atteint sur la droite y = x

domaine : R?
image : R

surface : z = e~ (@ +v°)

domaine : R?

image : (0, 1]

maximum atteint en (x,y) = (0,0) MW
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Exercices 10.1

(1-5) Le volume d’un cylindre de rayon r (11-21) Déterminer le domaine et l'image
et de hauteur h est V(r,h) = mr2h. des fonctions suivantes.
1. Interpréter V (5,10). 1. f(z,y) = 2* + 2zy + y*.
2. Pour quelle valeur de r est-ce que 12. f(z,y) =In(z —y).
V(r,5) =20m? 13. f(z,y) = m
3. ‘I;oillrhquelge2 Vz;leur de h est-ce que 4. f(z,y) =1+ 22+ 12
(4 h) = 327 15. f(x,y,2) = 222,
4. Sir =>5et h =5, qu'arrive-t-il & V' 2 2
lorsque r passe de 5 4 67 16. f(z,y,2) = /36 —2? — 4y
2,2
5. Sir =5et h =5, quarrive-t-il a V' 17. f(z,y,2) = (;_22)2
lorsque h passe de 5 a4 67 18. f(z,y) = VT Ty
(6-10) Le prix auquel un article se vend est 19. fl,y) = V4 —a? —y2.
exprimé par P(d, s) = k%io, ol k est une 20. f(z,y) = 4,m%,yz
constante, et s et d représentent respecti- _ 1
’ ) : 21. f(l',y) — 221y2
vement l'offre et la demande de ’article. e
6. Interpréter P(4,2). (22-27) Faites concorder les fonctions sui-
7. Pour quelle valeur de d est-ce que |vantes avec les surfaces de la figure 10.2.
8. Pour quelle valeur de s est-ce que 23. b(z,y) = 1+ 22 + 12
P(107S) =10k 7 2, .2
0. Sid=9cts=10, qramiverila p o (@)=
. Sid=9 et s=10, qu’arrive-t-il a
lorsque d passe de 9 & 117 25. d(z,y) =1+ /22 +y>.
10. Sid=9et s =10, quarrive-t-il & P 26 e(z,9) =z +y
lorsque s passe de 10 & 87 27. f(z,y) =1—2% — 92

10.2 Les dérivées partielles

Soit f : R — R une fonction d'une variable. La dérivée de f en = est donnée

par la limite

Y

si cette limite existe. Nous remarquons que la variable indépendante varie de
x a x + h dans le quotient différentiel.

Si f:R™ — R est une fonction de n variables, nous avons beaucoup plus
de liberté : il est possible de varier n’importe quelle combinaison des variables
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FIGURE 10.2 — Six surfaces (voir questions 10.1.22-10.1.27).

indépendantes dans le quotient différentiel. En fait, selon cette approche, une

> 2.2

rentiels lorsque n

fonction de n variables a une infinité de quotients diffé

=1letn>2.

C’est ce qui explique les différences entre les cas n

Soient f : R® — R une fonction de n variables et ¢ un entier compris

tielle de f par rapport a x; est

S Ty) — f

»

erivee par

’

inclusivement entre 1 et n. La d

%) g0

Tiy o

*

L1, ..

(

Y

si cette limite existe.
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ees.

tielles indiqu

ées par

ériv
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) Déterminer les d
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Exemple 118 (D
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=27y

L fe(z,y), si f(z,y)

lles. Nous
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irect

d

»

érivées
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s

t appell

ees son

s

leurs sont associ

érivées qui

3

2. Lesd
n’aborderons pas ce sujet fondamental de la théorie du calcul multi-variables.
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Solution:
1. En utilisant la définition (10.1), nous obtenons

flthy) = fly) o (@th)?y—ay . y(@+h)?—a?)

folz,y) = lim h ~ o0 h ) h
—y- lim T+ h)? — 2?2 —y- lim 2%+ 2zh + h? — 22 —y- lim 2zh + h?
h—0 h h—0 h h—0 h
=y lim(2z + h) = 2zxy.
h—0

Ainsi fy(z,y) = 2zy.

2. En utilisant la définition (10.1), nous obtenons

g(z,y+h) — g(z,y) E G
= i ’ “IIY) oy YR Y s yth)y
o) = Jim == i i
I h i 1 1 T
= —z - lim = —z - lim =—x — =——.
h—0 (y + h)yh h—0 (y + h)y y2 y2

Ainsi gy (z,y) = -

Les regles de dérivées d'une fonction d'une seule variable sont également
valides pour les fonctions de plusieurs variables, mais il faut faire attention :
lorsque 'on dérive par rapport a une variable, toutes les autres variables sont
considérées comme des constantes.

Exemple 119 (DERIVEES PARTIELLES) Déterminer les dérivées partielles indiquées.

L fo(3,1), 81 f(z,y) = (= 1)%; 4. hy(0,0), si hw,y) = =@
2. gy(1,1), sig(z,y) = 7 5. ky(z,y), si k(z,y) = zIn(zy);
3. he(z,y), si h(z,y) = e~ @7, 6. kz(—1,—-1), si k(x,y) = xIn(zy).

Solution: Nous utilisons les regles des chapitres précédents.

1. Puisque nous dérivons par rapport & x, y est une constante. Ainsi
9 2
falw,y) =y~ o ((@=1)°) = y(2(x - 1)) = 2(x - 1)y

et f2(3,1) =2(3—1)(1) = 4.

2. Puisque nous dérivons par rapport a y, x est une constante. Ainsi

(z )—xﬁ DN (Yo =
WY =T 9y \y) ~ ) y?
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. Puisque nous dérivons par rapport a x, y est une constante. Ainsi

he(2,y) = e‘($2+y2)-% (—(2® +12)) = e ) (22 40) = —2pe~ @+,

Puisque nous dérivons par rapport & ¥,  est une constante. Ainsi

0

hy(z,y) = e () oy (‘(352 + yz)) = e*(12+y2)(0 —2y) = —2ye*(ff2+y2)
Yy

et hy(0,0) = —2(0)e(*+0%) =,

Puisque nous dérivons par rapport & y,  est une constante. Ainsi

0 T x
—(zy) = — -z = —.
(y) y

0
ky(xvy) —fﬂ'a*y(ln(ﬂﬁy)) —x‘;y' Ay Ty

. Puisque nous dérivons par rapport & y, y est une constante. Ainsi

by ) =+ () + 5 (&) Inag) =2+ - 2 (o) + 1 Inay)

X
o y + In(zy) + In(zy)

et kp(—1,—1) =1 +1In((-1)(-1)) =1 +1Inl = 1. n

Exercices 10.2

(1-3) Le volume d’un cylindre de rayon r (7-25) Déterminer les dérivées partielles
et de hauteur h est V(r,h) = mr2h. des fonctions suivantes.

1. Déterminer et interpréter V (2, 3).

7. f(z,y) :x4+y4 — 4oy + 1.

8. f(x,y) =22+ > +4x—6y
2. Déterminer et interpréter V;.(2,3). 9. fla,y) =225 + xy 4502 + 42,
3. Déterminer et interpréter V4 (2,3). 10. f(z,y) = 22 + 9% + 2%y + 4.
1. f(z,y) = yv/z -y —x+6y
(4-6) Le prix auquel un article se vend est 12. f(z,y) =2y — 20 —
exprimé par P(d,s) = k 110’ oll k est une 13. f(z,y) = 35?4(1 - y)
constante, et s et d representent respecti- 14. f(z,y) =
vement l'offre et la demande de Darticle. ' ’
15. f(x,y) = a3 +y +4xy
4. Déterminer et interpréter P(6,3). 16. f(z,y) =
5. Déterminer et interpréter Py(6, 3). 17. fla,y) = ( ).
6. Déterminer et interpréter P (6, 3). 18. f(z,y) = aV.
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19. f(z,y) = (x + y)e®. (26-31) Déterminer les dérivées partielles
indiquées.
20. f(z,y) = 2t d
26. ZL(-1,1), f(ay) = %y + alet,
21. f(z,y) = yIn(x + 2)ev¥ 5
27. 8L(1,2,1), f(z,y,2) = a2t
22. f(z,y) = wye'/V. or .
28. *(17370)»f(55»y7 ) (:n ) .
23. fla,y) = LA "
ey 29. fo(1,2), flz,y) = L35
_ 2?4y 2
24. f(z,y) =T 30. fy(1,-1,2), f(z,y,2) = HL.
25. f(z,y) =xyva?+ 7. 31. f.(1,2,1), f(z,y,2) = ez

10.3 Le plan tangent

Soit une fonction f: R — R. Si f est dérivable en 2 = a, nous avons vu (au
chapitre 5) que I'équation de I'unique droite tangente a la courbe y = f(x)
au point P(a, f(a)) est

y = f'(a)(x —a) + f(a).

En général, une surface possede une infinité de droite tangente au point
P(a,b, f(a,b)). Toutes ces droites se retrouvent dans un plan unique, le plan
tangent a la surface définie par z = f(z,y) au point P(a,b, f(a,b)). C'est
le plan qui repose sur la surface en ne la touchant qu’au point de tangence,
comme il est illustré & la figure 10.3.2 Lorsqu'un tel plan existe et que
les dérivées partielles sont définies, la surface est dite différentiable ou
dérivable au point en question.

Soit z = f(x,y) une surface dérivable en P(a,b, f(a,b)). L’équation du
plan tangent a la surface au point P est

z = f(a,b) + fala, b)(z — a) + fy(a, b)(y — D). (10.2)

Exemple 120 (PLANS TANGENTS) Déterminer 1’équation du plan tangent a la
surface z = f(x,y) au point P(a,b, f(a,b)) dans les cas suivants.

L. f(aj?y) —1+.’17 +y P(Q) § %)7 3. f(x?y): VT — 7P<271a1)7
2. f(z,y) = e @ P(1,0,e7Y); 4. flw,y) =2— /22 +y?% P(0,1,1).

Solution: Nous utilisons directement la formule (10.2).

3. Pres du point de tangence, la surface ressemble au plan tangent : c’est en partie a
cause de cela que nous avons longtemps crii que la Terre était plate!
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1
27
effectivement le cas. Ensuite, nous calculons les d

et b

1.2%
!
o T
= o
o ©
n o~
.-
= N
A
w__
p.mzb
s +
SQ
< I
—
m+
Sl
o |
Z |l
=
o —~
8%
=SS
I
A, @
—
.-
n <@
5 2
= O
5z
=
=
S D
Q-
5 &
=
o
g o
=
(@)
[
+~
=
(i)
—
—
—

tielles :

7

érivées par

s

folx,y) =0+224+0=22 et fy(z,y)=0+0+2y=2y.

Ainsi

et I’équation du plan tangent est

2)

)y +

):—%-I—m—y.

—e

—e

2= G5+ f (3 =5 = 5 + £y

1
2

-1y +

-I-l(x—%)

—

La situation est illustré a la figure 10.4.

2. Il faut commencer par vérifier si P se retrouve sur la surface. Puisque a = 1

e~ !, ce qui est

tielles :

ei(a2+b2)

7

érivées par

)

b
Ensuite, nous calculons les d

i

a

ifier si f(

véri

cela revient a

I

0
effectivement le cas.

et b

_de*(w%ryz)‘

et fy(z,y)

%)

fulw,y) = —2we™ Y

Ainsi

= f,(1,0) =0,

—2¢ et f,(a,b)

£2(1,0) = —2(1)e” 00 =

fu(a,b)
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B e o
R P P

FIGURE 10.4 — Plan tangent & z = —1 + 22 + 2, preés du point P(%, —%, —%)

et I’équation du plan tangent est

2= f(1,0)+ fo(1,0)(z — 1) + f,(1,0)(y = 0)
=e ' -2 (2-1)+0-(y—1)=e(3 - 22).
3. Il faut commencer par vérifier si P se retrouve sur la surface. Puisque a = 2 et

b =1, cela revient & vérifier si f(a,b) = va — b =1, ce qui est effectivement
le cas. Ensuite, nous calculons les dérivées partielles :

1 1
Hen =gm=y o MO =5 m=y
Ainsi
flab) =f2) =2 =Yearan=fey=— 2 -1
o o 2y2-1 2 " e 2v2-1 2

et I’équation du plan tangent est

2=f2 D)+ f(2,)(@ -2) + f,(2,)(y - 1)

=1t w2 - 5-1) =

“(14z—1).
5 2(+x Y)
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FI1GURE 10.5 — Plan tangent au cone z = 2 — \/x? + y2, pres du point P(0,1,1).

4. Il faut commencer par vérifier si P se retrouve sur la surface. Puisque a = 0
et b = 1, cela revient a vérifier si f(a,b) = 2 — Va? +b?> = 1, ce qui est

effectivement le cas. Ensuite, nous calculons les dérivées partielles :

T Y
fol@y) = —— et fyly) = e
o) = e e =
Ainsi
0 1

fz(a,b) = fz(0,1) = — = =0ct fyla,b) = f,(0,1) = —

02+1

et I’équation du plan tangent est

2= f(0,1) + f2(0, )z — 0) + f,(0, 1)(y — 1)
=140-(z—0)—1(y—1)=2—y.

La situation est illustré a la figure 10.5.

I —
VOZ 12

)

Si les dérivées partielles n’existent pas en un point particulier de la sur-
face, c’est que le plan tangent (s'il existe) n’est pas unique (ou vertical).

Par exemple, les dérivées partielles de f(x,y) = 2 —

\/x? 4+ y? ne sont pas

définies lorsque (z,y) = (0,0) ; graphiquement, ceci se traduit par plus d’'un
plan tangent au pic du cone z = 2 — \/x? + y2. La situation est illustrée a la
figure 10.6.
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FIGURE 10.6 — Plans tangents au pic du cone z = 2 — /22 + 32,

Exercices 10.3

(1-16) Déterminer I’équation du plan tan-
gent & la surface z = f(z,y) au point in-

diqué.

1. f(z,y) = 2* +y* — 4oy + 1, (0,0)

2. f(x,y) = 22 + 9% + 42 — 6y, (1,0).
3. flx,y) =223 +2y® + 522 + 42, (0,1)
4. flz,y) =2 +y* + 2%y +4, (1,2).
5. flz,y) = yvo —y* —x+6y, (1,-1).
6. flz,y) =2y —2z—y, (2,3).

7. flzy) =ay(l—z —y), (=3,2).

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.

flzy) =2 +y* + 12—11/2, (—1,0).
f(z,y) = 23 + 4 + 4ay, (0,-2).
Fley) = &, (1,-1).

f(z,y) =In(z® +y?), (1,0).
flz,y) =a¥, (2,2).

f(@,y) = (z +y)e”, (0,2).
fley) = 222, (2,-1)

f(z,y) = yln(z + 2)eV¥, (—1,4).
flz,y) = zyel!v, (=1,1).

10.4 L’optimisation a deux variables

Les points critiques de f sont les paires (a,b) du domaine de f ou

L. fi(a,b) = fy(a,b) =0, ou

2. au moins une des dérivées partielles f,(a,b), f,(a,b) n’existe pas.
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Exemple 121 (POINTS CRITIQUES) Déterminer les points critiques des fonctions

suivantes.
L f(z,y) =z +y; 5. flwy) =2—Va?+y* - 1;
2' f(xay) = I2i92 I 6 f(%,y) - ($ - 1)23/,
3. fla,y) = —e~ @+, T fl@y) =5
4. f(z,y) = 2> +y' —1; 8. flz,y) = 2* —y*.
Solution:
1. Puisque fi(z,y) = 1 et f,(x,y) = 1 pour tout (z,y) € R?, f n’a pas de
point critique.
2. Puisque
2z 2y
folz,y) = T et fylz,y) = NCESRE
f n’a pas de point critique. 4
3. Puisque fy(z,y) = —2ze @) of fy(x,y) = —2ze~ @) f n'a quun
point critique en (0,0).
4. Puisque fy(z,y) = —2z et fy(z,y) = —2y, f n’a qu'un point critique en
(0,0).
5. Puisque
x y
folz,y) = ————= et fyla,y) = ——F——,
R Y
f n’a quun point critique en (0, 0).°
6. Puisque fi(z,y) = 2(x — 1)y et f,(x,y) = (x — 1)?, f a des points critiques
en (1,y) pour tout y € R.
7. Puisque
folwy) =T et fylwy) =
z,Yy)=— ¢€ T, Yy) = ——5,
’ y Y y?
f n’a pas de point critique. %
8. Puisque f,(z,y) =2z et fy(z,y) = —2y, le seul point critique se retrouve a
I’origine. |

4. Puisque le point (0,0) n’appartient pas au domaine de f.
5. Puisque le point (0,0) appartient au domaine de f.
6. Puisque pour tout z € R, les points (z,0) n’appartiennet pas au domaine de f.
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Une fonction f est dérivable d’ordre deux en (x,y) = (a, b) si
O f of O f 0 (0
Q_fm:: _2:fyy:_ 3 |
ox oz dy oy

B
> o of . @
Doy T = <3y) oyor 1w =3y (_x)

existent lorsque (z,y) = (a, b).

Exemple 122 (DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE DEUX) Déterminer les dérivées
partielles indiquées

1 fuy(3,1), s f(z,y) = (x — 1)y 4. hgo(z,y), si h(z,y) = e~ @ +v°)
2. fye(z,y), st fz,y) = (x —1)%y 5. kay(z,y), si k(z,y) = zIn(zy);
3. gyy(1,1), si g($,y) = %; 6. kyz(x,y), si k(z,y) = zln(zy)

Solution: Nous utilisons les regles des chapitres précédents et les résultats de
I’exemple 119.

1. Puisque fz(x,y) =2(x — 1)y, alors fyuy(z,y) =2(z — 1) et
foy(3,1) =2(3—1) = 4.
2. Puisque fy(z,y) = (x — 1)?, alors fyz(z,y) = 2(z — 1).

3. Puisque gy(z,y) = —%, alors gyy(x,y) = i—g et gyy(1,1) = 21—3 = 2.
4. Puisque hy(z,y) = —2ze~(=*+¥?) alors
3} 0
hew(,y) = 5 (=22) - e () _9p 2 (e—<$2+y"’>)

x
= —2e~(FHV?) 4 ga2e= (@ HY?) = 9= (P H17) (242 _ 1),

5. Puisque kz(x,y) =1+ In(zy), alors

0 1 0 1 1
key(x,y) = — (In(xy)) + 0= — - Y —rx=—.
) = 5 () +0 = - 2 (ag) = — o=
6. Puisque ky(z,y) = %, alors ky(z,y) = % m

Y : 2N\ s, . ’ .
Dans 'exemple qui précede, fp, = fyo €t kyy = kye. Les dérivées mixtes ne
sont pas toujours égales, mais elles le sont pour plusieurs fonctions. Dans
cette section, nous supposerons toujours que c’est le cas.

Soit (a,b) un point critique de f. Si f n’atteint pas un maximum ou un mi-
nimum relatif en (a, b), nous dirons que le point critique (a,b) est un point
de selle de f.” Ces concepts sont illustrés & la figure 10.7.

7. D’une certaine fagon, un point de selle se comporte comme un point d’inflexion.
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FIGURE 10.7 — La surface en haut a gauche atteint un minimum relatif au point
critique (0,0), celle en haut & droite un maximum relatif au point critique (0,0);
sur celle du bas, (0,0) est un point de selle.

Le théoreme suivant nous permet de résoudre des problemes d’optimisation
de fonctions de deux variables.

Théoréme 29 (TEST DE LA DERIVEE SECONDE) Soient f : R*> — R une
fonction dérivable d’ordre 2 et (a,b) un point critique. Supposons que

D = fuu(a,b) fyy(a,b) — (fwy(a»b))2 #0
a) Si D> 0et fy.(a,b) >0, alors f atteint un min. relatif au point (a,b).
b) Si D > 0 et fu.(a,b) <0, alors f atteint un max. relatif au point (a, b).
c) Si D <0, alors (a,b) est un point de selle de f.
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Exemple 123 (CLASSIFICATION DES POINTS CRITIQUES) Classifier les points cri-
tiques des fonctions suivantes.

L f(z,y) =2 +y* - 1; 3. h(w,y) = e @),
2. gz, y) = 2° — y*; 4. k(z,y) =2 — /22 +y%

Solution: Nous utilisons le théoreme 29 et divers résultats obtenus lors des exemples
de ce chapitre.

1. Le point (0,0) est le seul point critique de f. Puisque

fxw(l'ay) =2, fyy(l'ay) =2 et fmy(xay) =0,

alors D = fu2(0,0)f,,(0,0) = (fy(0,0))> = 2-2 0% = 4 > 0; comme
f22(0,0) =2 > 0, f atteint un minimum relatif & (0, 0).

2. Le point (0,0) est le seul point critique de g. Puisque
Gaa(T,y) = 2, gyy(w,y) = =2 et goy(z,y) =0,

alors D = g,2(0,0)g,,(0,0) — (g2y(0,0))* = 2- (=2) — 02 = —4 < 0; ainsi
(0,0) est un point de selle de g.

3. Le point (0, 0) est le seul point critique de h. Puisque hay(x,y) = 4xye*(x2+y2),
hao(x,y) = 26_($2+y2)(2$2 —1) et hy(z,y) = 2(3_(“”‘2‘”2)(2?;2 - 1),
alors
D = hyz(0,0) 7, (0,0) = (hay (0, 0))* = 2¢°(2(0)—1)-2¢°(2(0)—1)—0% = 4 > 0;

comme hz;(0,0) = —2 < 0, h atteint un maximum relatif a (0, 0).
4. Le théoreme 29 ne peut étre utilisé dans ce cas puisque les dérivées partielles
de k(z,y) ne sont pas définies au point critique (0, 0).

Finalement, nous résolvons le question posée a ’exemple 115.

Exemple 124 (GUGUSSES ET GOGOSSES (REPRISE)) La compagnie Cie. Inc. pro-
duit des gugusses et des gogosses. Ses profits mensuels sont exprimés (en milliers
de dollars) par ’expression

flz,y) =81+ 16ay — z* — y*,

ol x et y représentent respectivement le nombre de gugusses et de gogosses vendus
mesuellement (en milliers d’unités). Quel nombre d’article de chaque sorte doit-elle
vendre afin de maximiser ses profits, si0 < x <3 et 0 <y < 3.
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Solution: Il faut maximiser la fonction f(z,y), lorsque 0 < z < 3, 0 < y < 3.
Les dérivée partielles de f sont

fw(xay) = 16y - 41’3, fy(xay) = 16x — 4y3>
fazx(l‘ay) = 712‘T2a fyy(xvy) = 712y27
f:cy(xay) = 16.

Les dérivées partielles sont définies pour tout (z,y) € R2. Les points critiques de
[ satisfont donc a f(z,y) = fy(x,y) =0, c’est-a-dire &

16y —42® =0 et 16z —4y> = 0.

Soit (z,y) un tel point. Alors 16z — 4y = 0, d’ou = = in. Puisque les deux
équations doivent étre satisfaites simultanément, nous obtenons de plus

1 .\° 1 1
16y —da® =16y —4 [ —y® | =16y — —y° = —y (256 — 3®) = 0.
y — 4 y <4y> =169 16y( y°)

Ainsi, y = 0 ou y® — 256 = 0. Mais
y® =256 = (y — 2)(y + 2)(y* + 4)(y" + 16),

douy =0,y =2et y=—2. Puisque y doit étre positif, il faut rejeter y = —2
et y = 0. Lorsque y = 2, ¢z = i23 = 2. Le seul point critique d’intérét dans le
probleme se trouve a (2,2). Puisque

D = fra(2,2) f0(2,2) — (fey(2,2)) = (—12(2)%)° — 162 = 2048 > 0

et fur(2,2) = —12(2)2 — 48 < 0, f & un maximum relatif & (2,2) et f(2,2) = 113.
Puisqu’il n’y a aucun autre point critique dans la région 0 < z,y < 3, (comme on
peut le constater a la figure 10.8, f atteint son maximum absolu au point (2,2).
Ainsi, Cie. Inc. maximisera ses profits si elle vend 2000 gugusses et 2000 gogosses
par mois. [

Nous avons sacrifié plusieurs aspects importants de la théorie et des appli-
cations dans cette breve introduction, afin de vous donner un avant-gout du
calcul multi-variables ; vous aurez la chance d’approfondir vos connaissances
dans le cadre d’un cours subséquent. Bonne chance et bon succes!
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FIGURE 10.8 — Profits des ventes de gugusses et de gogosses (voir exemple 124) ;
vue de devant (& gauche) et vue de profil (a droite).

Exercices 10.4

(1-9) Classifier les points critiques des
fonctions suivantes.

flz,y) = 2% + y* — day + 1.
2. f(z,y) = 2% +y? + 42 — 6y.
3. fla,y) =223 + xy? + 52? + 42,
4. fla,y) = 2® +y* + 2’y + 4.

H
© ® N> o

Z,

flz,y) = yv/T —y* —x + 6y.
flr,y) =2y —22—y
flzy) =ay(l -z —y)
Flay) =22 + 92 + s
flz,y) = 2° +y° +day

10.5 Exercices supplémentaires

(1-12) Evaluer les dérivées partielles 6.
d’ordre 1 et 2 des fonctions suivantes.

fzy(]-a_gvz)a f(mvyaz) = .’E2y23 +
Yz + Yayla.

2

_ Ty
2. £,:(1,2,3), f(z,y, 2) = zy=. 8. fay=(1,4,-2), f(x,y,2) = x2\/y.
+ 9. fwcz(]-a 1, 1)7 f(xa Y, Z) =23 ln(zx)yzzew.
= zTy

3. fww(071,1)7 f(l‘7yvz) ln(a:-i-Z)' 10. fzzy(371); f({[;’y) :;{;y\/x2+7.
4 fay0,2), fly) = T 1L frye(2,1, 1), f(2,y,2) = 22

3y —2>
5. foe(LL1), f(w,y,2) = VIF o +y—22. 12, fo.(2,-1,2), f(2,y,2) = 55
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Shelbyville Ruffian : How come we’ve never seen you in school ?
Bart : I don’t go to school.

Shelbyville Ruffian : OK, what’s 2 plus 27

Bart : 5.

Shelbyville Ruffian : Ah, his story checks out.

— THE SIMPSONS
Extrait de I’épisode Lemon of Troy.






Annexe A

Questions a choix multiples

1. Soit y = f(z) une courbe. Quelle expression représente la pente de la droite tangente & la courbe
au point P(a, f(a))?

N RS0} b Tt k) o 1 [E= W)+ I@)
h h—0 h h—0 h
B. lim M. E. lim M. H 1 fla—h)+ f(a)
h—0 h h—0 h . hlino 7}1 .
C. w. F. %imo flz+ hi)z — /@) I. Aucune de ces réponses.

2. Une balle de golf est frappée par un golfeur inexpérimenté. Avant de tomber sur la téte d’une
joueuse, la hauteur de la balle t secondes apres avoir été frappée est donnée par

s(t) = —10t% + 100t metres, 0 <t < 10 secondes.

Quelle est la vitesse (verticale) de la balle apres 3 secondes ?

A. —40 m/sec. D. 40 m/sec. G. —10 m/sec.
B. % m/sec. E. —100 m/sec. H. 10 m/sec.
C. 100 m/sec. F. 0 m/sec. I. Aucune de ces réponses.

3. Quel est le taux d’accroissement moyen de la fonction f(x) = x3 4 1 par rapport &4 x entre x = 0

et x =27
A4 D. % +1. G. 35
B. 0. E. 9 H -2
C. 322 F. 12. I. Aucune de ces réponses.

4. Trouver toutes les solutions de ’équation

(22 = 36) (2% + 1)(2® — 622 + 122 — 8) = 0.

A. —6,-2,2,6. D. —6,-2,—1. G. —6,-2,6.
B. —6,2,6. E. —6,-1,1,6. H -2-1,1,2.
C. —6,—2,—1,1,2,6. F. 1,2,6. I. Aucune de ces réponses.

345
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5. Quel est lintervalle solution de 'inéquation

—22>4—2x>-107?

AL [3,7]. D. ]-1,3]. G. 13,7
B. [-1,3]. E. [3,7]. H. [-1,3].
C. 13,7]. F. |-1,3[ I. Aucune de ces réponses.

6. Simplifier les expressions suivantes :

= 3y~22 . (a2b%)3
_— e
y~1lz7 ba3
o 3.8 yz b® o 3:8
A. T,ab. D. =, —. G. ——, a°b°.
zly 247 g3 210y
z b8 8 z b®
B. =, . g ¥z Y H. R
iy’ a 4 210y’ a3
z bs z z b®
C. =, =. F. 2 a3 L -, —.
zty a T 0y a
7. La fonction f définie par
x? six < —1
x si—1<x2<0
fl@)=19 , .
x4+ 1 si0<ax<1
(z+1)?2 sil<a
est-elle continue ?
A. Tl n’y a pas assez d’information pour F. Non, il a des discontinuités en z = 0
en étre certain. etz =1.
B. Non, il y a une discontinuité en = = 0. G. Non, il a des discontinuités en z = —1
C. Non, il y a une discontinuité en z = 1. et z=0.
D. Non, il y a une disconti- H. Non, il a des discontinuités en x = —1
nuité en r = —1. etz =1.
E. Oui. I. Non, il a des discontinuités en z = —1,

r=0etz =1
8. Pour quelles valeurs de a la fonction définie par

a?z?+1 siz<1
f(w)={ oz
xr—a sixz>1

est-elle continue en x =17

a=0eta=—1.

a=1eta=-—1.

a = 0 seulement.
a = 1 seulement.

a = —1 seulement. a=—-1,a=0eta=1.

oaw>

a=0eta=1. Aucune valeur de a.

9. Pour quelles valeurs de a et de b la fonction définie par

ar+b sizx< -1
flz)=<¢z+a si—-1<z<0
2e+b si0<z
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est-elle continue pour tout x 7

A. a=0etb=1. D. a=—-1letb=2.
B. a=1letb=—1. E. a=—-1etb=0.
C.a=1letb=1. F. a=0etb=0.

G.
H.
I

a=—1letb=—1.
a=0etb=2.
a=—1letb=0.

. 5 _ 5 o 1 _ . 19
10. Quelle est la valeur de l}gna \/(f(x)) g(z) — (g(x))> si Jgnaf(x) =2et Jgnag(ar) =17

A. 0. D. 2. G. V2.
B. Indéfinie. E. V3. H. —/3.
C. 1. F. —v2. I. Aucune de ces réponses.
25 — 2
11. Quelle est la valeur de lim i
z—5 x —5
A. % D. —o0. G. —1.
B. 1 E. 0. H. oo.
C. 2 F. —10. I. Aucune de ces réponses.
12. A quoi correspond la dérivée de f(x) lorsque z = a?
A. L’équation de la droite tangente a la F. La pente de la droite tangente a la
courbe y = f(z) lorsque z = a. courbe y = f(x) lorsque z = a.
B. La pente de la droite perpendiculaire G. L’équation de la droite sécante entre
a la courbe y = f(x) lorsque = = a. (a, f(a)) et (a+ h, f(a+ h)).
C. La valeur de f(z) lorsque z = a. H. L’équation de la droite perpendicu-
D. La pente de la droite sécante entre laire & la courbe y = f(z) lorsque
(a, f(a)) et (a+ h, f(a+ h)). T =a.
E. La limite de f(z) lorsque z — a. I. Aucune de ces réponses.
13. Si f/(a) =7 et g(z) = 3f(x) — 21, quelle est la valeur de g’(a)?
A. 0. D. 7. G. —T.
B. 3 E. 10. H. -3.
C. 21. F. —21. I. Aucune de ces réponses.
14. Si f est définie par f(x) = (22 + 1)(z — 3), quest-ce que f'(x)?
A 0. D. 322 -6z +1. G. 322 — 6z —2.
B. 2z. E. 23 -322+2-3. H. z-3.
C. z2+1. F. 2z(xz — 3). I. Aucune de ces réponses.
15. Qu’est f'(z) si f(z) = M’?
. = a1
A BEES p. Ut G LEse
2z 241 (22 +1)2
322 +3 322 -2z +3 1
B. . L
22 +1 (22 +1)2 H. 2
343 322 +3
c. T To% +r i I. Aucune de ces réponses.

2 Co(x2 4 1)20
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z2 4+ 1
16. ‘est f/ i = ?
Quiest f/(2) si f(a) = S
2 4 2
A p, LH3 A
3z2 +3 23 + 3z (23 + 3z)?
2 413
322 + 3 (x° + 3z) x3 + 3z
2 4
C. 71. F. —17”. I. Aucune de ces réponses.
3 + 3z (23 + 3x)2

17. Qu’est % siy=+vVaz*+3z2 17

1
A. 423 + 6. F. §(z4+312—1)_1/2.
B. 1(42% + 6x)(z* 4 322 — 1)~ 1/2,
2 Lo, 3 4 2 1/2
C. (423 + 62)~1/2. G. 5(4:1: + 6x)(z® + 3z= — 1)~/ =.
D. (42 4 6z)'/2. H. 2z+3.
E. 2xvz + V6. I. Aucune de ces réponses.

18. Qulest 9L si \/z + \/y =87

1 Vi
A. . D. —. G. Y—=.
vy N Vz
B. V= E. ﬁ " VI
o A VY NV
VY F. — % I. Aucune de ces réponses.
Y

19. Soient g et h deux fonctions et f = go h. Si

h(1) =2, K'(1) = 1/3, g(1) = =6, ¢'(1) = 4/5, g(2) = =2, g'(2) = 3, g(1/3) = =3 et ¢/(1/3) =7,

quelle valeur prend f/(1)7?

A. —6. D. -2 G. 6.
B. -3. E. 1. H. 7.
C. —2. F. 2. I. Aucune de ces réponses.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Soient g et h deux fonctions et f = hog. Si

g(2) =4, ¢'(2) =3, h(2) = -2, K'(2) = -1, h(4) =1/2, KW(4) =7, h(3) =9 et K/ (3) = —1/4,

A -3 D. 3
B. -1 E. 2
C. -1 F. 3

Si zy? — 22y = 12, calculer % au point (1,4).

A, —16. D. L.
8

B. -&. E. L

C. -1 F. 1.

A. 0. D. .

B. & E. 17

C. 575 F. 1.
Calculer f/(1) si f(z) = /10 — /z.

AL R

B. —1. -1

@

7.
21.

Aucune de ces réponses.

8
=.
16.

Aucune de ces réponses.

1
1
1

Aucune de ces réponses.

Soient f et g deux fonctions et h = go f. Si f(—1) =2, g(2) = =3, f/(—1) =4 et ¢'(2) =1/2,

quelle valeur prend h/(—1)?

A, —12. C. -
B. —6. D. 1.

e

Soient f et g deux fonctions et h = fog. Si f(—1) =2, g(2) = -1, f(—-1) =3 et ¢'(2) = -2,

quelle valeur prend h/(2)?

A. —6. C. —2.
B. -3. D. 2.
3 —1
Calcul (2) si = .
alculer f/(2) si f(x) P
A -2 c. 2.
2 42
B. —2. D. £

Si 222 — zy + 3y = 6, calculer Z—Z au point (—1,1).

A.
B.

C.
D.

ol Ul
Bl ~3lot

~o alw
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Si 3z2 + 2xy — 2y? = —1, calculer Z—Z au point (1,2).

E.
F.

A.
B.

C.
D.

e wlot
~jo oot

wlis ulo

La fonction f définie par f(x) = 3z°/3 — 152:2/3 posséde combien de points critiques ?

A. 0. C. 2. E. 4.

B. 1. D. 3. F. Aucune de ces réponses.

Soit un objet se déplagant selon s = 8¢3/2 — 3t2 ¢ > 0. Quelle est 'accélération de l'objet lorsque
sa vitesse est nulle ?

A. —6 m/sec?. D. 1 m/sec?. G. %4 m/sec?.
B. —3 m/sec?. E. 2 m/sec?. H. 16 m/sec?.
C. 0 m/sec?. F. 4 m/sec?. I. Aucune de ces réponses.

Quelle est la valeur minimale de la fonction f définie par f(z) = 2% + 322 — 3 sur lintervalle
[—3,3]?

A. =3 D. 1 G. 45.
B. —2. E. 3 H. 51.
C. 0. F. 9 I. Aucune de ces réponses.

Quelle est la valeur maximale de la fonction f définie par f(z) = z2 + 322 — 3 sur l'intervalle
[-3,3]7?

A. -3. D. 1 G. 45.
B. —2. E. 3 H. 51.
C. 0. F. 9 I. Aucune de ces réponses.

Pour quelle valeur de = est-ce que la fonction f définie par f(z) = z2 + 322 — 3 atteint sa valeur
maximale sur I'intervalle [—3, 3] ?

A. -3. D. 1 G. 45.
B. —2. E. 3 H. 51.
C. 0. F. 9 I. Aucune de ces réponses.

Le volume d’un cube augmente & un taux de 2 cm?/min lorsque ses arrétes mesurent 5 cm. Quelles
sont les unités du taux de variation de sa surface & cet instant ?

A. cm. D. cm/min. G. cm/min?.
B. cm?. E. ¢cm?/min. H. cm2/min3.

C. cm3. F. cm?3/min. I. Aucune de ces réponses.
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35. Le volume d’un cube augmente & un taux de 2 cm®/min lorsque ses arrétes mesurent 5 cm. Quelle
est le taux de variation de sa surface a cet instant ?

A. 2 cm?/min. D. 8 cm?/min. G. 6 cm?/min.
75 5
B. % cm? /min. E. 2 cm?/min. H. 216 cm?/min.
C. % cm? /min. F. 5 cm?/min. I. Aucune de ces réponses.

36. Le volume d’un cube augmente & un taux de 2 cm?/min lorsque ses arrétes mesurent 5 cm. Quelles
sont les unités du taux de variation de la longueur d’une de ses arrétes a cet instant ?

A. cm. D. cm/min. G. cm/min?.
B. cm?. E. c¢cm?/min. H. cm?/min3.
C. cm3. F. cm?/min. I. Aucune de ces réponses.

37. Le volume d’un cube augmente & un taux de 2 cm?®/min lorsque ses arrétes mesurent 5 cm. Quelle
est le taux de variation de la longueur d’une de ses arrétes a cet instant 7

A. % cm? /min. D. % cm? /min. G. 6 cm?/min.
B. % cm? /min. E. 2 cm?/min. H. 216 cm?/min.
C. % cm?/min. F. 5 cm?/min. I. Aucune de ces réponses.

38. Deux objets se déplacent respectivement selon s1(t) = 3t —t2 et s2(t) = 3t2 — 2t3. Quelle est
la vitesse du premier objet quand ’accélération des deux objets est identique ?

2 5
A. —36. D. 3. G. 3.
B. —2. E. L. H. 7.
C. g—g. F %. I. Aucune de ces réponses.

39. Deux objets se déplacent respectivement selon s1(t) = 3t —t2 et s2(t) = 3t% — 2t3. Quelle est
la vitesse du second objet quand l'accélération des deux objets est identique ?

2 5
A. —36. D. 3. G. 3.
B. -2. E. L. H. 7.
C. %. F %. I. Aucune de ces réponses.

40. Deux objets se déplacent respectivement selon s1(t) = 3t —t? et sa2(t) = 3t — 2t3. Quelle est
la distance entre le premier objet et 'origine quand ’accélération des deux objets est identique ?

A, —10. D. 2. G. 3.
B. -2. E. L. H. 28.
C. % F %. I. Aucune de ces réponses.

41. Deux objets se déplacent respectivement selon s1(t) = 3t —t2 et s2(t) = 3t2 — 2¢3. Quelle est
la distance entre le second objet et 'origine quand ’accélération des deux objets est identique ?

A. —10. D. 2 G. 2.
B. —2. E. 4 H. 28.
Cc. 29, F. % I. Aucune de ces réponses.

27
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QUESTIONS A CHOIX MULTIPLES

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Soit z = 22 + xy3. Lorsque = 2 et y = —1, ‘Zli—f = —6et % = 10. Quelle est la valeur de % a ce
point ?

A, —42. D. 2. G. 10.

B. —6. E. H. 42.

C. —2. F. 9. I. Aucune de ces réponses.

Lesquels des énoncés suivants sont FAUX ?
i) f posséde un point d’inflexion en z = a si f''(a) = 0,
ii) Une fonction peut avoir au plus 2 asymptotes horizontales, et

iii) Si une fonction posseéde un point critique, elle doit aussi posséder un point d’inflexion.

A. Aucun des énoncés. E. i) et ii).
B. i). F. i) et iii).
C. ii). G. ii) et iii).
D. iii). H. i), ii) et iii).

Quels sont les points critiques de la fonction définie par f(z) = 325/3 — 1522/37

A x=-2. E. z=-22.

B. z=0. F. =0,2.

C. z=2. G. z=-2,0,2.

D. z=-2,0. H. Aucune de ces réponses.

Lesquels des énoncés suivants sont VRAIS 7
i) f posséde un point d’inflexion en z = a si f"'(a) = 0,
ii) Une fonction peut avoir au plus 2 asymptotes horizontales, et

iii) Si une fonction posséde un point critique, elle doit aussi posséder un point d’inflexion.

A. Aucun des énoncés. E. i) et ii).
B. i). F. i) et iii).
C. ii). G. ii) et iii).
D. iii). H. i), ii) et iii).

223 — 422 + 52 — 1
Quelle valeur prend lim 2o —dam tor -1 ?
z—+oo 3x3 + 222 —x + 2

A. Aucune de ces réponses. E. f%.
_ 1
B. i. F. 5
1
D. —3. H. 1
5 3
Quelle valeur prend lim L/I ?
z—+o0 —x + 2/x

A. Aucune de ces réponses. E. -2

B. La limite n’existe pas. F. *%
3

C. —5. G. 3.
5

D. -3. H. 3.
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48.

49.

50.

51.

52.

53. Quelle est la plus grande valeur de f(z) = |z — 1| + 2z sur [-1,2]?

54. Quels sont le minimum et le maximum de f(z) = 23 + 322 sur [-3,2]?

3
La courbe y =

x
3 —1

A. Aucune de ces C. x = —1 seulement.

réponses.
D. z =1 seulement.
B. Aucune asymptote

horizontale. E z=—-1letz=1.
23
La courbe y = 51 possede des asymptotes verticales en ...
23 —
A. Aucune de ces C. x = —1 seulement.
réponses.

D. x =1 seulement.
B. Aucune asymptote

verticale. E. z=—-1letz=1.

3 4 222

Pour quelles valeurs de x la courbe y = 1
24—

Aucune de ces réponses.

Aucune asymptote verticale.

Qw >

xr = —2 seulement.

SRS

T
D. x = 0 seulement. T

possede des asymptotes horizontales en ...

H.

y = —2 seulement.

y = 2 seulement.

y=—2ety=2.

y = —2 seulement.

y = 2 seulement.

y=—2ety=2.

possede-t-elle des asymptotes verticales 7

x = 2 seulement.
rz=—2etx=0.
=—2etx=2.
=—-2,x=0etz=2.

Soit f une fonction continue en x = xg. Lesquels des énoncés suivants sont nécéssairement VRAIS ?

i) f(x) n’est pas définie en x = o,

ii) lim f(z) n’existe pas, et
T—xQ

iii) Au moins une des deux limites lim f(z) ou 1im+ f(z) n’existe pas.

T Ty
A. Aucune des énoncés. E. i) et ii).
B. i). F. i) et iii).
C. ii). G. ii) et iii).
D. iii). H. 1), ii) et iii).

2
- —xz—6
uelle valeur prend lim ———— 7
Q P z—3+ 502 -9
A. Aucune de ces réponses. E. -2
B. La limite n’existe pas. F. —%
3

C. —5. G. 3.
D. —3. H. 3.

A -1 C. 1.
B. 0. D. 2.

A. —3etO0. C. —3et 20.
B. 0et 4. D. 0 et 20.

E.
F.

3.
5.

E. 4 et 20.

F. 0et 2.
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55. Quels sont le minimum et le maximum de f(z) = 23 — 622 + 9z sur [-1,2]?

A. 2et 3. C. —16 et 2. E. 2et 4.
B. —16 et 4. D. Oet 4. F. let3.

56. Quel est le maximum de f(z) = |2z| — |z + 1| sur [-2,2]?

A -1 C. 1. E.
B. 0. D. 2. F. 4.

w

57. La fonction définie par f(z) = 22/3(1 — 22) est décroissante sur ...

A [-1/2,1/2]. D. [1/2,+o0] seulement.
B. | —o00,—1/2]. E. [~1/2,0] et [1/2, +00].
C. [-1/2,0] seulement. F. | —o0,—1/2] et [0,1/2].

2
1—
58. Si f'(z) = %, alors f est décroissante sur ...
x
A. 1—-2,0] et 1,400l D. | —o00,—2] et [0,1].
B. ] —o0,—2] et [1,+o0]. E. ] — oo, —2] seulement.
C. ] —2,1] seulement. F. [1,+oo] seulement.

59. Pour quelles valeurs de z la fonction définie par f(x) = 2¢1/3 + 22/3 a-t-elle des minimums et des
maximums relatifs 7

A. min. rel. : x =0 D. min. rel. : x = —1
pas de max. rel. pas de max. rel.

B. pas de min. rel. E. pas de min. rel.
max. rel. : =0 max. rel. : x = —1

C. min. rel. : z = —1 F. min. rel. : 2 =0
max. rel. : x =0 max. rel. : x = —1

60. Pour quelles valeurs de z la fonction définie par f(z) = 222/3 — 2%/3 a-t-elle des minimums et des
maximums relatifs ?

A. min. rel. : x =0 D. min. rel. : x =0
pas de max. rel. max. rel. : ¢ = 8

B. min. rel. : x =0 E. min. rel. : x = %1
max. rel. : x = +1 max. rel. : z =0

C. min. rel. : z = £8 F. min. rel. : 2 =0
max. rel. : x =0 max. rel. : x = —2

61. Pour quelle valeur de z la fonction définie par f(z) = 22 — x3 cesse-t-elle de décroitre pour com-
mencer a croitre 7

V2 V3

. 0. C. 75 E. 73
2 3

B. 2. D. 1 . 3
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62. Quelle est la longueur de I'intervalle de décroissance de la fonction définie par f(x) = 25 — 1523 ?

25
A. 2V/3. C. 6. E. 22
2V3
B. 2V/5. D. 10. F. 222

63. Lequel des énoncés suivants est VRAI?

64.

65.

66.

67.

68.

A. Si f est croissante sur [a, b], alors f est D. La fonction définie par f(z) = % est
dérivable sur [a,b] et f'(z) > 0 pour croissante sur tout son domaine.
tout x € [a, b]. . o
. . E. Toute fonction f définie sur [a,b] est
B. Si f est croissante sur [a,b], alors . . . L
ou bien croissante ou bien décroissante
f(a) < f(b). sur [a, b].
C. Si f est croissante et dérivable sur ’
la,b], alors f’(z) > 0 pour tout F. Je suis un chevreuil.
x € [a,b].

Sur quel intervalle la fonction définie par f(x) = 22 — 3/2 est-elle concave vers le bas ?

A. 10,400l D. 19/16, +oo].
B. 10,9/16]. E. 19/64, +o00].
C. ]0,9/64]. F. Toujours concave vers le haut.

Combien de points d’inflexion la courbe y = 428 + 2212 possede-t-elle ?

A. 0. C. 2. E. 6.
B. 1. D. 4. F. 12.

1
Sur quels intervalles la fonction définie par f(z) = 62 — - est-elle concave vers le haut ?
T

A. ]0, 1] seulement. D. ] —o00,0[ et ]O,1].
B. ] — o0, 0[ seulement. E. ] —o00,0] et |1, +ool.
C. |1, 4o00[ seulement. F. 10,400l

Sur quels intervalles la fonction définie par f(z) = /(1 + z) est-elle concave vers le bas?

A. R D. ]0,3[.
B. ]1/3,400,0][. E. ]0,1/3[.
C. 13,4o0[. F. Toujours concave vers le haut.

Pour quelles valeurs de z la fonction f(z) = 22 — 9z%/3 posséde-t-elle des points d’inflexion ?

A. Aucune valeur de . D. z = 8 et z = ++/8 seulement.
B. z = ++/8 seulement. E. z =0 et z = ++/8 seulement.
C. z =0 et z = 8 seulement. F. 2=0,z=4V8etz=8.
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

La fonction définie par f(x) = 2® — z° a combien de points d’inflexion ?

A. 0. .2 .4
B. 1. D. 3. F. 5.
Si la fonction définie par f(x) = 223 + az? + 5z + 2 a un point d’inflexion lorsque = = —1, quelle

est la valeur de a7

A, —12. C. -3. E. 6.
B. —6. D. 3. F. 12.

La fonction définie par f(z) = x5/2 — 1023/2 est ...

A. concave vers le haut sur ]0,1/2[ et D. concave vers le haut sur ]2,4+o0[ et
concave vers le bas sur |1/2, 4-o00[. concave vers le bas sur |0, 2[.

B. concave vers le haut sur ]1/2, 400 et E. concave vers le haut sur ]0,3/5[ et
concave vers le bas sur ]0,1/2]. concave vers le bas sur |3/5, 400].

C. concave vers le haut sur ]0,2[ et F. concave vers le haut sur ]3/5,4o00[ et
concave vers le bas sur |2, +00][. concave vers le bas sur ]0,3/5].

Sur quels intervalles la fonction définie par f(z) = x*—623+1222+4x est-elle concave vers le haut ?

A. ]1,2[ seulement. D. | —o0,1] et ]2, 400l
B. ]2,4[ seulement. E. | —o00,2[ et |4, +o0].
C. ]1, 3] seulement. F. ] —o0,1] et ]3, 400l

Lequel des énoncés suivants est vérifié pour la courbe y = (2 — x)7/3 ?

A. Il y a une asymptote verticale. E. La fonction est décroissante sur
B. Il y a un maximum relatif en = 2. ] —00,2] et croissante sur [2, +ool.
C. Il n’y a pas de point d’inflexion. F. La fonction est décroissante sur R.
D. La fonction est croissante sur R.

Si f(z) = (22 + 3z) (22 + 122), calculer fI(z).

Azt 4+ 1523 + 3622, D. 322 — 6z + 1. G. 24z + 90.
B. 23 + 1822 + 36x. E. 4z? + 30z + 36. H. 24.
C. 2z3 + 2722 + 36x. F. 1222 4+ 90z + 72. I. Aucune de ces réponses.

Ou se trouve la valeur minimale de f(z) = ix“ + %m3 — x2 dans l'intervalle [—1,3] ?

A z=-2 C. x=0. E. z=2.
B. z=-1. D. z=1. F. =
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2
-1
76. Ou retrouve-t-on les asymptotes vericales et horizontales de f(z) = T
(z —1)(z+2)
A. AV.:x=-2,z=1. E. Il n’y a pas d’A.V.
AH.:y=-1,y=1. AH. :y=-1.
B. AV.:xa=-2,2z=1. F. AV.:z=-2.
AH. :y=1. Il n’y a pas d’A.H.
C. AV.:zx=-2. G. AV.:z=-2z=1.
AH. :y=1. Il n’y a pas d’A.H.
D. AV.:z=1 H. Il n’y a aucune asymptote.

AH.:y=-1,y=1.

1
77. Lequel des énoncés suivants est vérifié pour la courbe y = 2z + - ?
T

78. Lequel des énoncés suivants est vérifié pour la courbe y =

A.

79. Pour quelles valeurs de  la fonction définie par f(x) = 27 —2122 posséde-t-elle un minimum local ?

A.
B.
C.

80. Pour quelle valeur de x la concavité de la courbe y = = —

Il y a un point d’inflexion en z = /3.
Il y a une asymptote horizontale et une
asymptote verticale.

Il y a un maximum relatif en z = 1.
Il y a un minimum relatif en z = 1.

La courbe est concave vers le haut si
r < —1/2 et posseéde une asymptote
horizontale en x = 1/2.

La courbe est concave vers le bas si
z < —1/2 et posséde une asymptote
verticale en z = 1/2.

La courbe n’a pas de point d’inflexion.

x = 0 seulement.
z = v/3 seulement.

xr = —+/3 seulement.

Q
[

ot arjoo
CISRETES

o
|

E.

F.

D.

= U

Il n’y a ni maximum relatif, ni mini-
mum relatif.

La courbe est concave vers le bas
lorsque z < 0.

T —2 ?
2x +1

La fonction est croissante sur

] — 00, —1/2[ et décroissante sur

] —=1/2,400].

La fonction est décroissante sur

] — 00, —1/2[ et croissante sur

] —1/2,400].

La courbe posséde un maximum local
et un minimum local.

z =0 et z = /3 seulement.

z =0 et x = —/3 seulement.
33:0,£E=\/§et33:7\/§.
2

T
bx + 4

change-t-elle de sens ?

E. 0.

F. Aucune valeur de x.
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3 2
81. Sur lesquels de ces intervalles la fonction définie par f(z) = — — — est-elle décroissante ?
x x
A. ] — 00,0] seulement. D. ]0, 3] seulement.
B. ] —00,0[ et [3,+0o0]. E. ]0,3/2] seulement.
C. ] —o00,0[ et [3/2,+00]. F. ]0,+oo[ seulement.

2
82. Sur lesquels de ces intervalles la fonction définie par f(z) = (1 + 7> est-elle concave vers le bas ?
T

A. ] — 0o, —3][ seulement. D. ] —2,0[ seulement.
B. | —3,0[ et ]0, +o0]. E. ] —3,0[ seulement.
C. ]—2,0[ et ]0, +oo[. F. ] — 0o, —2[ seulement.

5 4
83. Sur lesquels de ces intervalles la fonction définie par f(z) = — + —; est-elle concave vers le haut ?
x T

A. ] — 00,0[ seulement. D. ]0,2[ seulement.
B. | —2,0[ et ]0, +oo. E. | —2,0[ seulement.
C. ] —o00,0[ et ]0,2[. F. ]0,+oo[ seulement.
84. Parmis les graphiques suivants, lequel correspond & la fonction f(z) = %?
22 —
A.

—— ] - -

= S e | S | R
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

Parmis les fonctions suivantes, lesquelles sont des primitives de f(z) = (z + 2)?(x + 1)?
i) %m?’ + 222 + 4z + %,
i) $a®+222 43z + T, et

i) 1%+ 322 + 32

A. Aucune de ces réponses. E. i) et ii).
B. i). F. i) et iii).
C. ii). G. ii) et iii).
D. iii). H. 1), ii) et iii).
, 4
Evaluer / (x= Y2 - 2?)da.
1
A 44 D. —19. G. 36.
B. —36. E. 19. H. 44.
C. —23. F. 23. I. Aucune de ces réponses.

Calculer laire sous la courbe y = « + x2 entre z = 1 et © = 2.

23 1 10
A - D. —3. G. 7.
_10 1 23
B i E. 3. H Z.
C. — %. F. %. I. Aucune de ces réponses.

Calculer laire sous la courbe y = x 4+ x2 entre z =0 et = 1.

_23 _1 10

A. 5 - D. —3. G. 7.

10 1 23

B. 3 - E. 3. H 2.
C. — % F % I. Aucune de ces réponses.

1
Si F est la primitive de f(z) = 2 + 322 — — telle que F'(1) = 0, quelle valeur prend F(2)?
x

39 59 79
A. . C 5. E. 5.

49 69 929
B. % b. % F. 5.

Le graphe de f passe par le point (—1,1) dans le plan, et sa pente au point (z, f(z)) est (w+2)3/2.
Quelle valeur prend f(2)?

27 19 49
A £ c. % E. Z.
11 67
B. &. D. 7. F. 3.
Quelle est Iaire bornée par la parabole y = (2 — ) et les droitesy =z et y = —z 7
17 5 13
A S C. 3. E. 3.
23 7 11
B. 5 D. 3 F. 35
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24
92. Si f"(z) = = +5, f'(1) =0 et f(1) = 10, quelle valeur prend f(2)?
x

15 23 31
AL c z. E. 3.
19 27 35
B. 1. D. 2. F. 3.

93. Une fusée est lancée verticalement du sol avec une accélération totale de % m/sec?. Quelle altitude
atteint-elle 20 s apres son lancement ?

A. 450 m. C. 750 m. E. 1200 m.
B. 600 m. D. 900 m. F. 1500 m.

94. Une fusée est lancée verticalement du sol avec une accélération totale de 12 m/sec?. En combien
de temps atteint-elle une altitude de 150 m ?

A. 12.5s. C. 6s. E. 4s.
B. 10.5s. D. 5s. F. 15s.



La théorie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne. La pratique, c’est quand

tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.

— ALBERT EINSTEIN






Annexe B

Réponses d’exercices

Les séries

1.1 Les séries géométriques

128
1. 399. 7. 18
84668 1
3. 6561 ° 9. 2°
45 1760
5. 45 11. 1760

1.2 Les séries de paiments

1. 2009.60$. 7. 10208.
3. 1745.018. 9. 3488.53$.
5. 3437.118. 11. 497.608.

1.3 Exercices supplémentaires
1. 27 7.

3. 9 9.

5. 30

13.

15.

17.

13.

15.

13.

15.

17.

~I3

Jun
IS

=
ut

573.06$.

290.948.

. 980.398.

choisis

259
19. 110"

5779
21. 3555-

375
23. 555-

19. 286.653.

25. Les banques nous
surveillent.

19. 0

21. 0

363
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L’historique du sujet

2.2.1 La pente de la droite tangente

— 12 1 1
1 y=-22+36. 9. 12. 15, — 2. 23. i
_ 15 311 2 1
3. y=-Lz4 3 11 0 17. 1+ 3a2. 25. — 7.
7. 13. 13. 1. 19. 3a2. 27. Non.
2.2.2 La vitesse et les taux d’accroissement
1 133955
1. 2. 9. 1. 17. 133955 25. —3.
3. La/ fo'nction n’est 11. 0<t<6. 19. V2 27. 0.
pas définie en z = 0. : 2 -
5. 3_§_ 13. v(t) = -2t + 6. 21. —2. 29. —3%.
7. 1. 15. —6. 23. 0. 31. 0.
2.2.3 L’aire sous la courbe
49 3 1179
1. 14. 5. 4 9. 3. 13. U719
13 64 44 94
3. 1 7. 8. 11. 4 15. 2.
2.3 Exercices supplémentaires
1. Au point (2, —8). 11. 0,—81,—648, —1377,0. 21. —4000.
3. 4. 13. 413 — 48t% 4 108t — 72.
23. 1000.
5. 12a. 15. —400.
25. 1350.
7. 3. 17. —400.

9. 8mr. 19. 20. 27. 650.
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Révision des concepts de base

3.1 Les nombres réels et leurs propriétés

1.

3
5
7.
9

13

T =3

. x:f\ﬁ,\ﬁ.

Cz=2.
r=—1,1.

. z2=-2,0,17.

11. Aucune solution.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

~

x €
x <

W~ wl~

x <
1<a<3.
z 2> 54.

—-1<z<L0.

25. —24 <z < —9. 37.

3.2 Les polynomes et la factorisation

1.
3.
5.
7.
9.

11. (z+6)(z -2

z2.

(z +2)2.

(w—1D(w+ DW? +w+1) (w2 —w+1).

7(r — 5)3.

(x —2)*(z+2)?
)

13. (z+2+V5)(z +2— Vb).

15. (z2 + %) ($2 + #)

3.3 Exercices supplémentaires

1.

3
5.
7

1

3-

. Apres 682 jours.

r<OQouzxz=1.

—2<zx<0oux>3.

9. @.

11. 11 est

27. > —3.
29. [—4,14].
31. 1.

33. L.

35. Y.
17. x=0
19. z = -2.
21. w=-1,1.
23. 7=0,5.
25. x=—2,2.
27. z=-6,2

39.

41.

43. L

14

T -

‘&
/30

est Y=

29. z=-2—+5,-2+ 5.

31. ©.

impossible

d’at-

teindre des revenus mensuels

de 840008.

13. 3500008.

3

rréte du cube

15. t =193 out=~4.07.

17. t = —0.05 ou t = 6.05.
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Les fonctions et les limites

4.1 La notion de fonction

1.
3.
5.
7.
9.

11.

13.

15.

17.

f(2) = Vi - V=3,
g(z) = 0, par exemple.
Dy =R, I;, = R.

D =R, I, = R.

Df =R, I; = [3,+oo].

Dy =R, Iy =[0,+00].

Dh = R, Ih = [1,+OO[
Dj = R, Ij = [2,+OO[
Dy, = [0, 4+00], I =] — 00, 1].

4.2 Le concept de la limite

1.

3.

5.

55. 7.
N’existe pas. 9.
0. 11.

0.
N’existe pas.

185/6,

4.3 Les formes indéterminées

1.
3.
5.

1
& 7.
9.

[

N’existe pas.

o=

11.

1
3
N’existe pas.

ol

4.4 Exercices supplémentaires

7.

9.

11.
13.
15.
17.
19.
21.

V38 42 23.
N’existe pas 25.
~ 16177 27.
E=7 29.
z = 1000 31.
—2 33.
-1 35.

~ —1.25 37.

~ —1.25

-1

[y

S =

N’existe pas

2

19. Dy, = [0, 00, In = [3, +oo[.
21. 4333.
23. 13.

25. La confiserie ne peut atteindre le seuil de
rentabilité..

2

27. IQZ—H
29. %
31 -1
x

13. N’existe pas. 19. Oui; z = 2.
15. 25. 21. Oui; @.
17. 17. 23. Oui; z = 2.
13. 6.
15. 0.

2
17. 3-
39. 2 55. ~ —0.5
41. 3
43. N’existe pas 57. —2
45. N’existe pas

59. —2

47. N’existe pas
49. ~ —-0.5 61. 2
51. 0
53. 0 63. 3
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La dérivée
5.1 La définition de la dérivée

dy _
1. e = 2zx.

3. f(@) = g4 v < -1

dy _
5. % =2

d 1
7. P =, =0

9. fllg)=—%+1z=0.

11. o(t) =32 — 2.
5.2 La dérivée d’un polynéme

1. %@ =9g

3. f'(z) = 1223 — 4x.

5. =2 2845

7. W =142z 4322

9. f/(z) =4z (z? +1).

11. Cm(z) =1+ 2z, Rm(z) = 25.

13. Cm(z) = —1, Rm(z) = 2.

5.3 La dérivée d’un produit de fonctions

1. % = 2(3z +34).

3. f'(x) = 2728 — 1426 — 1082° 4- 252* + 4823 —
622 — 24z + 2.

5. W — 3946 9826 + 4z + 2.

x

7. 9 = 203 (x4 1)(2 +1)(52% + 4a? + 3z + 2).

9. f'(z) = 4z(223 + 3) (22 + 2)(z? + 1).

11. Cp(z) = 85x* + 6823 4 509722 — 22 — 100,
R () = 25.

5.4 La dérivée d’un quotient de fonctions

1 dy _ x(x+434)
Code T (x+17)2°

3. fl(z) = 3zt —3623 411222

(z2—6x+1)2
5 dy — _ 1207424041
Codx T (12z2-1)2 ~

7. % = —;% (Oui, oui, c’est bien le cas).

13.

15.

17.

19.

21.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

11.

d'(z) = —I%
d(z)=0
Cm(z) = 1+ 423, Ry (z) = 7522,

Cm(x) =0, Ry (z) = 22 — 2125,
v(t) = 3t — 2.

o(t) = 2t + 1.

d(z) = %5334 — 6x5.

d'(z) = 0.

Cm(z) = —2z, R (z) = 5z* + 4z.
v(t) = 413,

u(t) = 2t(t + 1)(2¢ + 1).

d'(z) = —2187z' (132 — 9).

d'(z) = —27 (112 — 800)(z — 100)2.

(wvw)" = v/vw + w'w + vow’.

2
f/(CC) _ dz(z“+1)

_ 172*43423 4510122 —100
Cm(‘l’) - 12(171271)2 }

R (z) = 25.

13.

Cm(z) = E%, Ry (z) = 2.
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15. o(t) = %

2(2t+1
17. v(t):%.

5.5 La dérivée en chaine
1. W —8p(2? +1)3
. W .

/ 21(317 — 4253022 +18z +2)
f(z) = (25 —62441)2

5. f’(:l?) _ 4(x71)(ac(;i)1()zg2+2x75)’
T (L'4 .’1527
p() = 2O,

7. () = &, pl(2) = 250

5.6 La dérivée implicite

1. v =17
© o dx 2z /(z+17)2"

3. f'(x) = 2(2+ 222)1/3(6622 + 8z + 18).

5. @ = _2\/(112121;_(21222—;)3'

7. WL 575 + 5975

9. f’(x):f%.

11. Cm(z) = \/% Ry (z) = 25.
13. Cm(z) = I%, R (z) = #fﬁ.

16 v(t) = i

17. o(t) = (t2+t71)13t2'~(_t12+t+1)3/2.

19. d'(x) = — 7.

21 d'(2) = — 53

5.7 Exercices supplémentaires

1. f:xz=-2,2,3; g:x =entiers;
xr =

h:
8. O (z) = Z(a? —100), R} (z) = 0.
5. Cl(x) = -9, R, (z) = 1.

7. Cl(a) = — 2%, R} (x) = 0.

-2
—3,0,2: k:-3<a< -2 3=23

19. d'(z) = —%.
21. d'(z) = -3z~

3x2—20—3 3z2 420 —3
0. @) =~ Eytyy v'(@) =

11. f'(z) = —2z,p'(z) = —(137“”1)3.

13, & =1

15, & = ﬁ
17. & =9,

23. —2.

25. 0.

27. L.

29. N’existe pas, puisque le point n’est pas sur
la courbe.

31 B+ +1)% 4y

1
3 o

35 (1+2) 2+ (a2 +y)E + (y+2).
37. (y—&-z)dz—&-(:c-i-z) + (z +y).
39. ﬁ@m%ﬁ + 3min? g—a)
41. bc+ac +abdc.

43. ab+ac +bc

45. 0.

9. Cl(a) = 25190 R (2) = 50z.
11. C!(z) =0, R, (z) =1 — 18a5.

13. C!(z) = 6823 + 5122 + 3398z — 1, R, (z) =
25.

15. Cl(a) = — 242, R} (z) = 4a° + 2.
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17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

Cl (z) = 928, R, (z) = _(?i;%_;)
OL(w) =~ Bl @) = e
Cu(@) = —g37s Ru(@) = 1.

Non.

Non.

Non.

Non.

2
Cm(z) =2z +1, Rmn(z) = szz;ff);?’

34. Cm(z) =0, R (z) = 128272/7.
36. Cm(z) =4z, Rm(x) = 2z.

38. Cu(x) = 423 + 1, Ryp(x) = 625 + 423 —
922 + 4z — 3.

40. Cp(x) = 85x* + 6823 + 509722 — 22 — 100,
R (z) = 2.

42. Cp(z) = —22, Rm(z) = 0.

2 _
44. Cm(2) = — 53557, Rm(2) = 0.

46. Cin(z) = — 50523, Rm(x) = 25.
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Les applications de la dérivée

6.1 L’accélération et les dérivées supérieures

1.

12.

1

&

dx

bad

3

a1 = 20, a2 = 20.

t = 275.
. h =105627.
s=—15,v=—12.

_ 5 _3
. S=1 V=15
0<t<1,2<t.
dy _ 2z d%y _ 2
dz T (22241)1/2° da? T (22241)3/2°
Yy _ 12z
3 (2x2+1)5/2-

6.2 Les taux liés

1. % = —12. 5. % = % cm? /min.
3. & — ﬁ km/h. 7. 1500 km/h.

6.3 L’optimisation d’une fonction
1. @ = 1000, y = 1000. 13. min
3. ~0.02%. 15. min :
5. O =100%, 0= 0%, A = 0%.

17. min

7. O =28.76%, 0 =28.76%, A = 42.48%.
9. O =33.1%, O =33.8%, A = 33.1%. 19. min :
11. min:¢t=0, max :t = 3. 21. min

15. f'(z) = 8x(x2 + 1)3,
[ (@) = 8(72® + 1)(2* + 1)?,
" () = 48x(7x% 4 3) (22 + 1).

17.
42

T
3

X

d;
d
d;

dy
dx
y _
4 =
y
3

6
=6

= 3022 (223 + 1)4,

0x(14x3 + 1)(223 + 1)3,
0(36425 + 7623 + 1)(223 + 1)2.
3(2z2
19. f'(2) = 3a(a® + V2, f"(2) = 2R
3z(2z2+3)
(x2+1)3/2 .

f/// (fﬂ) —

13. Toutes les dérivées d’ordre 2 sont nulles.

9. % = 1257 m?/min.
11. % = % cm/min.

:t =3, max : t=0.

0, max : 16.

1

1 —2, max : 3.
—2, max : 1010.

: 0, max : 4+ V2.

6.4.1 Les asymptotes verticales et horizontales

—00. 21. AV.:z=—-1,z=1,

oo AH. :y=0.

i 23. AV.:z=1,z2=2,
o0 AH.:y=0.

oo 25. AV.:z=1,2=2,

+00. AH. :y=0.

. Foo. 27. AV.:zx=-2

L1 . _ 1

oo AH:y=35,y=—35.
I 29. AV.: g,

- oTee AH. :y=0.
oo 31. AV.:z=0,
—00. AH. :y=0.

33.
35.

e 2 2

37.
39.
41.
43.

S © © we

45.
47.

49. N’existe pas.
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6.4.2 Les intervalles de croissance

1. =0,

I.C. = (—o0,—1) U (—1,0),
I.D. =(0,1) U (1,400).

3. =

5 z=-1++/6,
LC.=(-1-+6,1)U(1,-1+6),
7. x=0,

I.C. = (0, 400),

L.D. = (—o00,—2)U(-2,0)

1. IL.H. = (—00,—1) U (1, +00),
I.LB.=(-1,1).
3. LH. = (—00,1) U (2, 400),
I.B.=(1,2).
5. L.H =(-2,0),

I.B. = (—o00, —2) U (0, +00).
7. x =16,

LH. = (—OO, _\/é) U (\/67 —'rOO),
I.B. = (—/6,0) U (0,6).

6.4.4 La marche a suivre

9. z=0,%£V2,

LC. = (7007 7\/5) U (0» \/i):
I.D. = (—/2,0) U (v/2,+0)
11. 1.C.= g,

I.D. = (0, +00)

I.D.=9o
17. =0,
I.C.=g,
I.D. =[0,1) U (1, 400).

11. =0,
I.H. = (0, 4+00),
I.B. = (—00,0)

13. LH. = [0, +00).

15. z =1+ 23,
LH = (1+ 23, +),
LB.=1[0,1+2V3).
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A A

5 13.
| \

7 15.
\

9 17.

11. 19.
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6.5 L’élasticité de la demande

1. Charbon.

3. A peu pres les mémes profits dans les deux

cas.

5. n=

2P54+4pP34p2iop—1
(P+P3-1)(1+P2)

6.6 Exercices supplémentaires

|\

~

11.
13. Album de Led Zeppelin.

15. Planche a roulette.
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L’intégrale

7.1 La primitive d’une fonction

1. %CL’S-"- %w3/2+0. 13. %x2+3z4+0.
2,34 7,44 8
3. gzt gt + o +C 15. Oui.
5. im4+%x3+%12+x+0.
17. Oui.
7. %13 + %QBQ +C.
9. %15/2 + %CE3/2 +C 19. Non.
1,2 1 ..1993 3 100021 :
11. 5%+ 595 % + 06031 & +C. 21. Oui.
7.2 L’intégrale définie
1. 1. 7. L 13. 0. 19. —5.
3. 32 9. 4.3, 15. 2. 21. -1
5. 36. 11. 0. 17. 5.

7.3 Le théoréme fondamental du calcul

1. 1. 5. —36. 9. 12V2 13. 0.

3. 3828 7. 14 11. 0.

1. L(B22+4)°+C 13. 0
1
3 m—;—i—() 15 %
1 1\5
5 —z(1+3)°+C. 17, L
1.8, 6.7 6 4 2.5
7. gat 4 grt a2t + g2 4+ O 19, 35073
143243z Come
1 x x
9. W+Couencorefw+0. by
11:. %x10+%x8+%x7+%x6+%x5+ix4+
7.5 Exercices supplémentaires
1. 5. 11. 13000.
3. 5. 13. —1980.
5. 2. 15. — 200000,
7. 2. 17. 3600.
9. —2600. 19. — 14000

3
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21, 214000
. 5
94000
23. 3 -

25. 1—33113/3+%x7/3 —6z/3 4+ C.
27. %x8/3+%x2/3+0.

1
29. ~ 3157 +C.

31 —2(14— Vo) + C.

33. 29218/5 4 D5g8/5 4 1543/5 4 C.

35. 7%x15/4+%‘xll/‘l784x7/4+—13372x3/4+0.

87 -1+ 33 — 52 +C.
39. %1‘39/104»%$29/10+%119/10+%0$9/10*
102~1/10 4 C.
1
41. 2962 + 3903 T 427t +C.

1
43. T 214(z24x)2 12 +C.

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

%(z7+$5)7+0.

s (x21+1)3 + C.
1@ T+ 72+
%ngr ix8+%x7+0.
Tllil?ll + %x7 + %x3 +C.

2x2 +@z2 + 2 3:2 +10x2 +C.
—2(z—1)7/2 - %(m

2 1)5/2 + C.

2(1—2)7/3 —3(1—=z)4/3 4 C.
28(%:1022/3 + %$16/3 4+ 9410/3 4 %x4/3).
11+ v@)®/2 - 1+ V)P C.

8(1+\/T9/2 24(1+\/T7/2+

45. 7.‘.(44 44_‘_%‘%3‘7_’_3%%3‘2_’_%‘%3_‘_%1,2 5‘*"(}1_‘!;‘15 /§)+ 5/2+C
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Les applications de ’intégrale

8.1 L’aire d’une région bornée par des courbes

1.

11.

12. 13. 2.
71
= 1
3 15. 5-
1
2 17. 82
17.580. 3
1
984. 19. 15
5V5 1
V5, 21. L

23.

25.

27.

29.

31.

8.2 L’accélération, la vitesse et le déplacement

1.

34 35
5 9. 13-
32v2 2v/2-91
5 — 8 11 30
27 32
T 13. -5
N’existe pas. 15. N’existe pas.

17.

19.

21.

23.

2. 33. 0.355.
1
2 35. 0.271.
5
12°
37. 554,
16—5v5
12 :
15—5v5 5(v/5-1)
12 ° 39. 12
51 1
2L 25. 1.
8V3 16
%*11- 27 5 5
15. 29. 27
1 1
i 31. -1

8.3 Les surplus du producteur et du consommateur

1.

3.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

S.C.

S.C.

S.C.

S.C.

. S.C.

S.C.

S.C.

S.C.

S.C

S.C

S.C. =

S.C

S.C. =

=1,8P.=1L.
=1 sp.=2.
=1,8P. =1
=2 SP.=2.
=3,8P. =2
=5 8P =2
=Z,8P.=2£.
=1,8P. =1

_ _ 2(v2-1)®
.=3-2v2, 8P = =1,

. =36— 165, S.p. = /527

3—V5 _ (V5-1)3
2 SP=

—q _ 4(v2-1)?
.=6—4v2,SP. = =,

9—V17 _ (V17-1)3
3z > SP.= 9% -

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

_ 3-8 _ (V5-1)®
8.C.= 355 g p. = WAL

_ 33-65 _ (V65-1)°3
S.C.= 385488 gp — (VEEIS

_ 9-V17 _ (V17-1)3
S.C.= 2=l g p = WA

_ _ 1
S.C.=1,sp =1L

NI

_ 33v129-97 _ 65—+129
S.C. = 33120297 g p — 65-4/129,

S.C.= /54 g p = 35,

_ 17v/65—49 _ 33—65
S5.C. = 192 8P = 256

S.C.=2v3-1 SP. =23

_ 94/33-25 _ 17—-/33
S.C. = oy S.Po= e

S.C.= 20v2=28 g p — 6 4./,

_ 5V/17-13 _ 9-V17
S.C. 5, S.P.= =

_ 4v3 _ 2V3
S.C.=42 sp. =243

S.C.= 32

32 — 4
si0 o-P= g1



377

53.
55.

57.

8.4 Exercices supplémentaires

11.
13.

15.
17.
19.

21.

S.C.=¥2 SP. =

S.C.=16¥5 gp

S.C. = 2/6 gp — 46

1.277.

. 8.672.

851903162
12 :

8.820.
19.604.
8 _2v2.

4.155.

59.

61.

63.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

S.C.= 88 gp —4/3

27 27
_ 45 _ 165
S.C. = =2 S.P. = e
_ V2 _ 2
S.C.= 5, S.P. = 5
V2-13
30
35401
26880
22v/2459
60
4919
T 26880°
1.
S.C. = 0.455, S.P. = 0.033.

S.C. =0.487, S.P. = 0.011.
S.C. =0.973, S.P. = 0.021.
S.C. =1.781, S.P. = 0.038.
S.C. =1.819, S.P. = 0.012.

S.C. =3.222, S.P. = 0.022.
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Les fonctions transc. et 'intégrale impropre

9.1 Les logarithmes

1. 2In(a) + 3 In(b) + In(c). 17. f'(z) = 5.

3. 1n(c) — In(a) — In(b). 19. f'(z) = 2x1n(z?) 4 3.
5. 1 (logyo(2? 4+ 1) — logyo (2% + 5)). 21. f'(z) = (—11;2321

7. 2logig(z) — § logyo(a? + 1). 23. f'(z) = l_j%.

9. 21nx+61n(z—2)+%1n(m2+1). 25. %(xlna:—a:)—‘rK.

11. 10g10(226)' 27. x?’lna:f%xBJrK.

13. logyg (%)' 29. %12 Inx — i:cQ + K.

15. logq (%) 31. %x2/3 Inz — %x2/3+K.

9.2 Les fonctions exponentielles

1. f'(z) = ;é 9. 2/zeV® —2eVT 4 K.
3. f/(z) = 2ze” 4 3xte™”. 11. %6353 + K.

5. f(z) = e~ 7% 9g2e—u” 13. 7%e—12 + K.

T (@) = GiGy 15. 1n(1im)+1<.

9.3 Applications

1. z=¢%—1. 23. 2eV? (z — 2z +2) + K.

3. z=¢% 25. min: x =1, max : z = 4.
1.7

5 x=gel. 27. min:z =0, max : z =1n2.

7. z =logs(2).

29. min: =0, max: z =In2.

31. min:z = 6_1/2, max : r = 2.
11. == 1.
. 39. S.C. =20—5v2(2+1n(2)),
13, f/(a) = Slelnel) S.P. = 5v2 (In(2) — 2) + 10.
15. f'(z) = 257 41. S.C.=15-53 (1 + 1n(\/§)),
17. f’(a:) _ Zjli:: ) S.P. = 5\/3 (ln(\/g) — 1) + 5.
19. In(e® — e %) + K. 43. V.C.~ 59488.51, V.A. ~ 36081.60.

21. 2ve* + K. 45. V.C. =~ 71828.18, V.A. ~ 26424.11
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9.4 L’intégrale impropre

1. Diverge.
3. Converge vers e? — 1.
5. Converge vers %22/3.
7. Converge vers 1 — e 3.
9. Diverge.

2.3

11. Converge vers e’

13. Diverge.

9.5 Exercices supplémentaires

1. 5 ans.

3. 7 ans.

5. C’est bien valide.
7. zlogyx+ o + K.
9. ¢'(z) =b%Inb.

11. A'(z) = cx® L.
17. ¢ =e5/2.

19. z = \/g

21. z=0,z=—1n2.
23. z=—1n2.

25. ¢ 3 —e73 %.

27. 5e3 —e.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

47.

49.

Diverge.
Diverge.
Diverge.
Converge.
Diverge.
Converge.

Diverge.

322/3 (22/341n2 — 22/33 — 2In2 4 3).

1,20 _ ,10 _ 1.2
5€ e 5€ +e.

1000 _ 100

€
82¢!0 — e — 1233

9900 — 2100,

91el0 —e.

51In2+50In5 — 194 In101 + 2.
333 + £ (30 — €3 + (In10)3).

+

1
Converge vers 77)2 pour p < —1.

peP
(p+1

Converge vers ﬁ pour p > 1.
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Les bases du calcul multi-variables
10.1 Les fonctions de plusieurs variables

1. Le volume d’un cylindre de rayon 5 et de hau- 13. Dy = {(z,y) € R?:z >0,y #2}, Iy =R
teur 10 est V' (5,10) = 25007.

3. h—o. 15. Dy ={(z,y,2) ER3: 2 #£1}, Iy =R
5. Le volume passe de 1257 a 150m. 17. Dy ={(z,y,2) € R3 : y £ 2}, Iy = R+
7. d=100.
19. Dy ={(z,y) e R2 : 22 4+y2 <4}, I, =10,2
9. Le prix passe de 4.05 & 6.05. s ={y) y?<4h Iy =102

11. Dy =R, Iy =R*. 21. Dy =R, Iy =]0,1].

10.2 Les dérivées partielles

. VY
1. Le V(Q)lumedd’lﬁn cylmdge de 11. f, = # -1 fy=vz— 21 fo= yz:_;, fy = %ln(m +
rayon et de hauteur est 2y + 6. 2)evV¥(2 + .
V(2,3) = 12r. Je ¥ 2+ 1)
13. fo =y —2ay —y? fy =
3. 4m. r— 2 — 2xy. 23 f, — —y(—da3/2eY — /2y _yeV £24223)
. x 2\/5(8?1+I3y)3/2 )
5. %k: 15. f, =322+ 4y, fy =3y2 + fy = Va(223/2e¥ +2%/ 2yt ayeV +3y2a® —a3/2yeV —y2e¥)
Az Y 2(ey+m3y)3/2 .
7. fo=4x3—4y, fy = 4y3 —dx. ) 2
17 fo= 52, fy = 202
+y?’ z2+y 25. fr = zvVax2 =
9. fo=62%+y%+10z, fy = 5(2;;:7) Vet +7, fy
2zy + 2y. 19. fo =e"(I+aty), fy =" “ 75
10.3 Le plan tangent
1. z=1. 7. z=10(z + 3) — 12. 13. z2=3z+ (y—2)+2.
3. z=z+2(y—1)+1. 9. z=—-8zx+12(y+2)—8. 15. z =4e?(z +1).
5 z=-2(z—1)+9(y+1)-9. 11. z=2(z—1).
10.4 L’optimisation a deux variables
1. (0,0) : point de selle, 5. (4,4) : max. local.
(1,1) et (—1,—1) : min. locaux.
7. (%, %) : max. local,
3. (0,0) : min. local, (0,0), (0,1) et (1,0) : points de selle.
(—%,0) : max. local,
(—1,2) et (—1,—2) : points de selle. 9. (73, f%), (0,0) : points de selle.
10.5 Exercices supplémentaires
1. fyy(4,3) = 555 5. foz(1,1,1) = 1. 9. fax=(1,1,1) = 5892,
3. frz(0,1,1) = 0. 7. foyy(2,1) = 2502 11, foy(2,1,-1) = —1.
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Index

accélération, 171
aire entre deux courbes, 259
aire sous la courbe, 41, 240, 241
distance parcourue, 48
méthode générale, 42-43
SG(n), 43
somme a gauche, 43
sous une droite, 41, 44
Alfredsson, Daniel, 17, 18

demande, 41

élastique, 218, 220

inélastique, 218, 220

parfaitement élastique (note en bas de
page), 220

parfaitement inélastique, 220

parfaitement inélastique (note en bas
de page), 220

taux de variation, 41

arithmétique de I'infini (note en bas de page), dérivée, 131

191
asymptote
marche a suivre, 199
asymptote horizontale, 196
asymptote verticale, 116, 191

boite de Sierpinski, 19

coefficient de liquidité, 59
composante externe, 151
composante interne, 151
composition de fonctions, 97
concavité

vers le bas, 204

vers le haut, 204

conjugué d’une différence de racines, 119

continuité
en un point, 109
conversion

Celsius <= Fahrenheit, 68

colit
marginal, 49, 137
unitaire, 116, 162
marginal, 162
cout de production, 92

degré d’un polynoéme, 69

constante, 139
définition, 131
fonction, 132
deuxiéme ordre, voir dérivée seconde
en chaine, 152
fonction inverse, 154
implicite, 158
multiple d’une fonction, 140
n-ieme ordre, 170
notation de Leibniz, 135
polyndme, 137-144
produit, 145
puissance entiere, 150
puissance entiere négative, 149
puissance entiere positive, 138
puissance rationnelle, 159
quotient, 147
seconde, 169
somme, 141
Dy, voir domaine d'une fonction
discontinuité, 106, 107, 116
en un point, 109
distance parcourue, 48
division polynomiale, 79
domaine d’une fonction, 87
droite sécante, 27
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droite tangente, 24 fonction, 87-88
au cercle, 26-27, 32 affine, 69, voir fonction linéaire
méthode générale, 29-31 algébrique, 115
pente de la droite tangente, 31 bijective, 99
composition, 97-98
échelle de Richter, 286 composante externe, 151
¢lasticité composante interne, 151
moyenne, 219 constante, 69, 90-91

élasticité de la demande, 220
ensemble singleton, 103
ensembles de nombres

continue, 110
algébrique, 115
en un point, 109

N; 54 polynomiale, 69

N*, 53 rationnelle, 115

Q, 55 croissante, 180

R, 55 décroissante, 180

_ Z, 54 discontinue

ent}ers, 54 en un point, 109
entiers naturels, 53 domaine. 87
équation ’

ensemble d’arrivée, 87
ensemble de départ, 87
extremum local, 181
famille, 94-95
graphique

constante, 90

étirement horizontal, 95

définition, 59
résolution, 59
équation cubique
solutions, 70
équation quadratique
solutions, 69

Zﬁ 220219 étirement vertical, 95
mowr linéaire, 91
exponentielle .
propriétés, 294 quz?drathu?, 93
extremum racine carrée, 96
globale, 182 translation horizontale, 95
local 1781 translation verticale, 95
’ valeur absolue, 95
factorisation, 70 image, 87
carré parfait, 73 injective, 99-100
complétion du carré, 77 test de la droite horizontale, 100
cube parfait, 75 inverse, 100
différence de carrés, 71 linéaire, 91-92
différence de cubes, 74 notation, 88
division polynomiale, 79 ordonnée a l'origine, 90
formule quadratique, 78 parabolique, voir quadratique
méthode-mystere, 82 polynomiale, 69
polynéme irréductible, 70 quadratique, 69, 93
flocon de Koch racine carrée, 94
carré, 13 rationnelle, 115

triangulaire, 14 réciproque, voir fonction inverse
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regle, 87
relation, 155
surjective, 99-100
valeur absolue, 94
zéros, 90
forme indéterminée
(—o0) — (—00) (note en bas de page),
191
(+00) — (4+00) (note en bas de page),
191
£ (note en bas de page), 191
0 (£o0) (note en bas de page), 191
0%, 60
8, 117-121
changement de variable, 120
factorisation, 119
limites a gauche et a droite, 119
rationalisation, 119
formule cubique, 70
formule du binéme, 138
formule quadratique, 69, 78
fractions
propriétés, 59

géométrie planaire
abscisse d’un point, 25
différence entre les abscisses, 25
différence entre les ordonnées, 25
droite tangente, 24
équation d’une droite, 26
ordonnée d’un point, 25
pente d’une droite, 26
relation entre les pentes de deux droites
perpendiculaires, 27
graphique
asymptote
horizontale, 196
verticale, 116, 191
intervalle
concavité négative, 204
concavité positive, 204
croissance, 202
décroissance, 202
marche a suivre, 207
point critique, 202
point d’inflexion, 204

I¢, voir image d’une fonction
image d’une fonction, 87
inégalité, 63
propriétés, 63
stricte, 63
intégrale
par parties, 249
par substitution, 245
intégrale, voir primitive
définie, 235
propriété additive, 239
puissance rationelle, 233
séparabilité des bornes, 236, 238
somme, 234
intégrande (note en bas de page), 246
intéret, 14
composé n fois par année, 15
intervalle, 65
concavité négative, 204
concavité positive, 204
croissance, 202
décroissance, 202
demi-fermé, 65
demi-ouvert, 65
fermé, 65
intervalle solution, 65-66
non-borné, 65
ouvert, 65
intervalle de croissance, 202
intervalle de décroissance, 202
inverse d’une fonction, 100

joint de culasse de Sierpinski, 18

limite
a droite, 107
a gauche, 107
définition, 105
discontinuité, 106, 107
méthode de calcul
continuité, 105
graphique, 105
table, 104
propriétés, 112
logarithme
naturel, 288
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népérien, 288
propriétés, 289
logarithme naturel, 288
logarithme népérien, 288

logarithmes
propriétés, 286

N, 54
N>, 53
nombres
entiers, 54
entiers naturels, 53
irrationnels, 55
rationnels, 55
réels, 55
nombres irrationnels, 55
nombres rationnels, 55
nombres réels, 55
propriétés, 55
notation de Leibniz, 135

Oy, voir ordonnée a l'origine

optimisation

marche & suivre, 183-184

ordonnée a l'origine, 90

point critique, 181
extremum local, 181
point d’inflexion, 204

point mort, voir seuil de rentabilité

polynome, 69
constant, 69
degré, 69
dérivée, 137-144
factorisation, 70

carré parfait, 73

racines, 77
primitive, 231
famille, 231

probleme de chute libre, 171

profit, 49, 92, 137

différence de profits, 252

marginal, 49, 137

unitaire
marginal, 162

variation, 49

variation de profits, 252

profit unitaire, 162
propriétés des limites, 112
puissances
définition, 60
propriétés, 62

Q, 55
quotient différentiel, 31

R, 55
racines
définition, 62
racines d’une fonction, 77
racines n—iemes
propriétés, 62
recherche d’extrema
marche a suivre, 182
relation, 155
relation de récurrence, 5

représentation fractionnaire, 11

revenu
marginal, 49, 137
unitaire, 162
marginal, 162
revenu de vente, 92

complétion du carré, 77
cube parfait, 75
différence de carrés, 71
différence de cubes, 74
division polynomiale, 79
formule quadratique, 78
méthode-mystere, 82

Y, voir somme
séries, 6

convergence, 10
divergence, 10
géométriques, 8
infinies, 10

irréductible, 70
linéaire, 69
quadratique, 69

seuil de rentabilité, 92
Sierpinski
boite, 19
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joint de culasse, 18
tapis, 19
somme, 6

tapis de Sierpinski, 19
taux d’accroissement, 33, 37
demande, 41
instantané, 37
méthode générale, 37-38
moyen, 37
vitesse, 33
vitesse moyenne, 33
taux de variation, voir taux d’accroissement
taux liés, 174
marche & suivre, 176
test de la dérivée seconde, 206

valeur absolue, 94
définitions, 66
propriétés, 66

valeur actualisée, 16

valeur capitalisée, 15

valeur d’un placement, 61

valeur présente, 16

variable dépendante, 33

variable indépendante, 33

Vegemite, 219

vitesse
aire sous la courbe, 48
en tant que fonction, 37
méthode générale, 35
vitesse instantanée, 33
vitesse moyenne, 33

Z, 54

zéros d’une fonction, voir racines d’une fonc-
tion

Zy, voir zéros d’une fonction
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