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3.1 — Les nombres réels et leurs propriétés

Les nombres entiers naturels sont les nombres qui nous viennent a |'esprit
naturellement, ou encore, les “nombres pour compter:”

N* = {1,2,3,---}.

On peut toujours les additionner et les multiplier (en demeurant dans N*),
mais ce n'est pas toujours le cas pour la soustraction et la division.

L'équation
r+o=7

possede une solution unique dans N*: = = 2. Toute autre valeur de x
transforme I'égalité en inégalité.
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Toute équation de la forme
xr+a=2>,

ou a < b € N* admet une unique solution x = b — a.

Que ce passe-t-il si a = b? L'équation x +9 = 9, par exemple, n'admet pas
de solution dans N*: en substituant n'importe quel x € N* dans |'équation,
on détruit |'égalité.

Pourtant, il serait utile de toujours pouvoir résoudre I'équation x + a = b,
ou a < b. Il y a deux approches valides:

1. On ne peut pas le faire dans N*7 Tant pis: la vie est pleine de déceptions.

2. On ne peut pas le faire dans N*7 Rajoutons un nombre qui le permet!
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Une scene deplage
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Une scene deplage

Une scéne de plage
avec 3 oiseaux
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Une scéne de plage
avec 3 oiseaux

Une scene de plage
avec 0 oiseaux
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Une scene de plage
avec 0 oiseaux
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Des deux approches, la seconde est plus intéressante. Elle représente un
saut immense: |'abstraction du néant: 9 — 9 = 0.

Le nouvel ensemble obtenu en ajoutant le 0 a N* est dénoté par
N=1{0,1,2,3,...}.
Toute équation de la forme
r+a=0b oua<beN,

admet l'unique solution t = b —a € N.

Mais pourquoi s'arréter [a? Par exemple, |'équation x + 7 = 5 ne posséde
pas de solution dans N.
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En suivant une approche semblable a celle qui nous a mené au 0, nous
obtenons |'ensemble des nombres entiers

Z={..,-3-2-1,01,23...}.

On peut toujours les additionner, les soustraire, et les multiplier (en
demeurant dans Z), mais ce n'est pas toujours le cas pour la division.

De plus, toute équation de la forme
r+a=>b, oua,béeZ,

admet |'unique solution x = b — a € Z.

Remarquons que N C Z, puisque —1 ¢ N.
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En suivant une approche semblable a celle qui nous a mené a Z, nous
obtenons |'ensemble des nombres rationnels

@z{gtp,QEZ,q#O}-

On peut toujours les additionner, les soustraire, les multiplier, et les diviser
(en demeurant dans @), mais ce n'est pas toujours le cas pour les racines.

De plus, toute équation de la forme
ar =0, ouaz#0,beZ,

admet |'unique solution z = g c Q.

Remarquons que Z C Q, puisque % ¢ 7.
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Si les éléments de Q sont placés sur une droite, cette droite aura plusieurs
trous: les nombres irrationnels, qui sont beaucoup plus nombreux que les
nombres rationnels!?!)

En “remplissant” ces trous, on obtient I'ensemble des nombres réels
R = QU {nombres irrationnels} = QU (R \ Q).

On ne peut exprimer les nombres irrationnels en tant que rapport d'entiers.

Les nombres /2 et T, par exemple, sont des nombres irrationnels.
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L'ensemble R possede les propriétés suivantes: soient z,y, z € R. Alors

Al. x+y=y+uz; M1. zy = yx;
A2. (z+y)+z=x+ (y+ 2); M2. (zy)z = x(yz2);
A3. »r+0=uxa: M3. z-1=xzetx-0=0:;

Ab. z+ (—z)=0et —z=(—1)z; M4, siz#0,z-1=1,
Adb. =y x+z=y+z; Mb. z=y & xzz=yzetz # 0

D1. z(y + 2) = zy + x2; N1. sizy=0alorsz=0o0uy=0.
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Exemples:

1. Pour quelle(s) valeur(s) z obtient-on 2(z — 4) = 5(6z + 7)?
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Exemples:

1. Pour quelle(s) valeur(s) = obtient-on 2(z — 4) = 5(6x + 7)?

3

Solution: en utilisant les propriétés, nous obtenons

%(:c ) = 5(62 +7)
2.%(51;—4) — 562 +7)

3. (2%(:,;—4)) — 3. (5(60+ 7))

(3-2)é(x—4):(3-5)(6x+7)

M5

M2

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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(2-3). %(:13—4) — 15(62 +7) i

2. (3%(33—4)) — 15(62 4 7) w2

2 (1 (z — 4)) = 15(6z + 7) e

2-(x—4)=15(6x+7) M3

2. (z+ (—4)) = 15(6z + 7) ad

2. 242 (—4)=15-62+15-7 | o1
22 + (=8) = 90z + 105

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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21 + (—8) + 8 = 90x + 105 + 8 A5
20 +0=90x + 113 A4

20 = 902 + 113 A3

2¢ + (—90)x = 90z + 113 4 (—90)x A5

)
2x 4+ (—90)z = 90x + (—90)x + 113 A2
)
)

(2+ (—90))z = (90 + (—90))x + 113 D1

(2—-90)xr =0-x+ 113 A4
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(2 - 90)z = 0+ 113 M3
(2~ 90)z = 113 A3
(—88)z = 113
1 1
 (—88)z) = ——— - 113
1 113
1 113 M4
e = ———
88
113
r = —g M3
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On peut vérifier si la réponse est valide en la substituant dans I'équation
originale et en confirmant que I'égalité est préservée.

y 2 ( 113 2 [ 465 155
M-G-: - - 4 _— — —_—— — 4 = — _ — _—;
3z =5 ( 38 ) 3 ( 88) 44

(C5) )+ (5)

Puisque M.G.=M.D., c'est la bonne réponse.

M.D.: 5(6x + 7)

/\ Dans cet exemple, il n'y avait qu’une réponse possible. S’il y
a plus d’une réponse, la substitution vous permet simplement de
déterminer si votre réponse est valide.
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En pratique, il n'est pas nécéssaire de résoudre avec une telle minutie:

%(m—4) — 562 47)
2(x —4) = 15(6x+7)
2w —8 = 90z +105
88z = 113
p = 3
28

2. Marie dispose de 300$ pour acheter un amplificateur. En sachant que les
diverses taxes qui s'appliquent a I'achat de ce produit s'élevent a 15%,
peut-elle se permettre un Marshall Valvestate S0V dont le prix brut est
259.99%7
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Solution: a 'achat, les taxes prennent la valeur
0.15(259.99%) ~ 39.008.

Puisque I'amplificateur coiite 259.99%, le coilit total de l'achat est
approximativement

259.99% + 39.00% = 298.99%.

Elle peut donc se procurer |'amplificateur.
Il y a une autre facon d’'aborder le probleme.

Soit x la valeur maximale (en dollars) de I'amplificateur qu'elle puisse se
permettre. Les taxes qui s'appliquent prennent alors la valeur 0.15x.
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Puisqu’elle dispose de 300% dollars, nous obtenons

40152z = 300
(14+0.15)z = 300
1.152 = 300
300

— 2 1 260.87.
o 1.15

Ainsi, tant que le prix brut de I'amplificateur est inférieur a 260.87%, elle
pourra se le procurer.

3. Trouver y tel que 5(y + 1) = 3(y + 2).
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Solution: en utilisant les propriétés, nous obtenons

1 1
- 1) = = 2
;W +1) ;W +2)
y+1 = y+2
y—y = 2-1
0 = 1,

ce qui est évidemment impossible. Aucune valeur de y ne satisfait a
I"'équation.

4. Pour quelle(s) valeur(s) & obtient-on &£(€ +2) =07 (IMPORTANT!)
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Solution: on se sert de la propriété N1. Si £(£ +2) = 0, alors

§ E+2)=0,

N~ N———
=0 =0
doué=0o0ué+2=0. Alors § =0 ou & = —2.
5. Pour quelle(s) valeur(s) J obtient-on J— 1= (J—3) + 27

Solution: Nous obtenons

-1 = 3-3)+2
J-1 = J1-1
] = 1 = tout J € R satisfait a I'équation.
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Par équation, on entend une expression contenant des variables et un “=";
résoudre I’équation correspond a trouver les valeurs qui rendent |'équation
valide. Par exemple, x + 2 = 3 est une équation dont la solution est x = 1.

AN L’expression f(x) = x+2 n’est pas une équation: c’est la définition
de la fonction f.

On peut résoudre une équation et obtenir:

= aucune solution,
= une solution unique,
= une multitude finie de solutions, ou encore

= une infinité de solutions.
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Il est aussi important de savoir manipuler les fractions correctement.

Voici 6 propriétés importantes de ces dernieres: soient x, vy, z, w des nombres

réels tels que z,w # 0. Alors

Fl. 244279
Z < <

F2. 0 Y TR
Z w ZW

r oy  Tw-—Yz

< w <MW

F4.

F5.

F6.

LYy XY,
=

W

Z

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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Exemples: simplifier les expressions suivantes.

3 2
1. —4+ ==
4+7
2 1
2. —+ =
r x-+2
3 — h)2— 32
3.( ) =
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Exemples (et solutions): simplifier les expressions suivantes.

3 2 3)M+(2)4) 29
LatrTs T wm T
2 1 2x+2)+1L(z) 3zx+4 o
2'E+x—|—2_ r(x+2) _:1:(:13—#2)'5'33#0’ %

3—h)2—3> 9-6h+h>—9 —6h+h> h(—6+h)

_ — _G6Lh
h h h 6+n,

3.

h
tant que h # 0;
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4. Le coefficient de liquidité est le rapport des valeurs disponible aux
dettes a court terme. Supposons qu’une libraire dispose de 100, 000$ en
liquide et qu'elle doit 250,000% a divers créanciers. Supposons de plus
qu'elle désire emprunter une somme supplémentaire, tout en conservant
un coefficient de liquidité égal a % Quel montant doit-elle emprunter?

Solution: soit z le montant que la libraire emprunte. Elle dispose
donc de 100000 4+ x en liquide, mais ses dettes s'élevent a 250000 + .
Le coefficient de liquidité doit s'exprimer comme suit:

100000 + = 1

250000 + 2 2

On trouve x en multipliant a gauche et a droite par 2(250000 + x).
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Nous obtenons ainsi

100000 1
2(250000 + ) ( SF0000 i :1;) = 52(250000 + 2)
X
2(100000 +z) = 250000 +
200000 + 2z = 250000 + x
r = 50000.

Elle devra donc emprunter 50,000% afin de maintenir un coefficient de
liquidité de 3.

/\ Ce sont des manipulations que vous devez maitriser avant de
vous lancer dans le calcul différentiel et intégral.
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Les puissances et les racines

Dans R, les opérations principales sont + et X; — et = ne sont pas vraiment
de nouvelles opérations:

a—b=c <+«—= a=b+c
a~-b=c <= a=0bXc.

Le calcul d'une puissance et |'extraction d'une racine sont des opérations
réciproques (comme + et —, ou X et +):

n

a"=c <= a= {/c

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 25
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Soit x un nombre réel. La n—iéme puissance de x est définie par

pour tout n € N*.

Siz£0, alors 2z =1 et

pour tout n € N*.

/\ 0° n’est pas défini; c’est une forme indéterminée.

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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Exemples:

1. 77 =

2. (—4)3 =

3. 372 =

4. 77728270 =
5. (0.15)3 =
6. (1.1)7° =

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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Exemples (et solutions):
1. 72 =7-7=49;
2. (=4)” = (4)(—4)(—4) = —64;

3.3 2= =

Ol

4. 7772827° = 1;

5. (0.15)% = (0.15)(0.15)(0.15) = 0.003375;

6. (1.1)7% = 745 = 0.751.

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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7. Supposons qu'une somme d’'argent A soit placée a un taux d'intérét ¢
(composé annuellement). Quel est le solde S, aprés n années?

Solution: en général, le solde S,, aprés n années sera

S,, = solde ala fin de I'année n — 1 + intérét accumulé durant I'année n
— Sn—l _|_7:Sn—1

Ainsi, le solde S,, aprés n années dépend du solde S,,_1 aprées n — 1
années, qui dépend lui-méme du solde S,,_o, et ainsi de suite.
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Remarquons qu’'au bout d'un an, le solde S; sera

S1 = somme placée + intérét accumulé durant |'année
= A+4iA
= (1+4)A.

De méme, le solde S5 sera

Sy = solde a la fin de la premiere année + intérét accumulé durant I'année
= S1+15
= (1412)5
= (1+)(1+9)A=(1+1)%A,

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 29



MAT 1700 — Méthodes mathématiques | Chapitre 3 — Les concepts fondamentaux

et apres trois ans,

S3 = solde a la fin de la seconde année —+ intérét accumulé durant I'année
= S+ 1259
= (1414)5;
= (1+4)(1+149)*A=(1+4)A.

En général, le solde S,, aprés n années sera
Sp=(14+19)"A.
Par exemple, si le placement initial est A = 2000 et que le taux d'intérét

(composé annuellement) est i = 8% = 0.08 alors le solde apres 7 ans est
S, = 2000(1 + 0.08)7 = 2000(1.08)7 ~ 3427.65 $.
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Les puissances possedent 5 propriétés importantes: soient x,y # 0 des
nombres réels et m, n des entiers. Alors

m, n _ m+n. m
P].. i i =T ' P4. 'r_ — xm—n;
xn
P2. (zy)" = z™y™;
z\' ™
P5. () ="
P3. (z™)" = a™"; (y> y"

Soit x € R et m un entier naturel. La n—iéme racine (réelle) de =

est un nombre y € R tel que
mn

y" = x.
Par exemple, les racines carrées de 4 sont —2 et 2 puisque (—2)? = 4 et
(2)? = 4; la racine cubique de —27 est —3 puisque (—3)% = —27.
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En général, si x > 0 et n est pair, x posseéde deux n—iéme racines (dénotons
les par y et —y), puisque

Si x < 0 et n est pair, x ne possede aucune n—iéme racine.

De plus, lorsque n est impair, x possede exactement une n—ieme racine,
quelque soit le signe de x.

Ainsi, pour tout x > 0, nous écrirons (afin de souligner le lien avec les
puissances):

n—ieme racine positive lorsque n est pair,

n—iéme racine lorsque n est impair.
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Exemples:
1. 260273 =
41/243/2
2. —— =
2

3. y7/3y1/35 =

g\ /3
() -

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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Exemples (et solutions):

1. 269-3 — 96+(=3) — 93 — g.

41/243/2 41/2—1—3/2 42 16
2 2 2 2

3. T /3y 1 30 = o T/3+1/35 — 48/

e () (G - () - ()
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5. Un charpentier dispose de I'équivalent de 27 m? de peinture. Quelles
sont les dimensions de la plus grosse boite cubique qu'il peut couvrir
avec toute sa peinture?

Solution: soit x la longueur de l'arréte de la boite. Chaque face
du cube a une superficie de z2; la surface que le charcutier doit peindre
est 622 m?. On doit résoudre 622 = 27, d'ou

27 9 3 3vV 2
== — ZC::E—::t—f.

6 2 NG 2

On rejette la solution négative; ainsi, |'arréte de la plus grande boite qu'il

peut couvrir avec 27 m? de peinture est ¥ m... c'est une trés grosse
boite.
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Les inégalités et les valeurs absolues

Il est souvent important de déterminer laquelle de plusieurs quantité est la
plus grande ou la plus petite.

Si x et y sont des réels tels que x est strictement plus petit que y, nous
écrivons x < y. Si x est plus petit ou égal a y, nous écrivons = < y.

Graphiquement, cela revient a dire que

= ¢ se retrouve strictement a gauche de y sur la droite réelle dans le
premier cas, et

= r se retrouve a gauche de y sur la droite réelle ou que x = y dans le
second.
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Soient x,vy, z € R. Alors

11. siz <y, alors x + 2z <y + z;
12. siz+ 2z <y+ 2, alors x < y;
13. si z > 0, alors x < y si et seulement si zz < yz;

14. si z < 0, alors x < y si et seulement si zz > yz.

Les propriétés 13. et 14. reviennent a dire que la multiplication d'une
inégalité par un nombre négatif renverse toujours le sens de l'inégalité.
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Exemples:

1. Puisque 2 < 7, alors 2+ x < 7+ x pour tout x € R.
2. Supposons que 4 < —3x < 9. Alors

4 —3x 9 4
_3> —3 >__3 — _3<ZU<—§

3. Trouver les valeurs w telles que w(w +2) > 0. (IMPORTANT!)

Solution: zy >0 — x>0ety>0oux <0ety<0.

Ainsi, w >0etw+2>0 — w>0etw>-2 — w >0, ou
w<0letw+2<0 —= w<0etw< -2 — w< -2

En conclusion, w(w + 2) > 0 lorsque w > 0 ou w < —2.
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4. Un pere sait qu'il a besoin d'au moins 10 couches par jour et d'au plus
15 couches par jour pour subvenir aux besoins de ses jumeaux. Si le
prix du commercant pour un paquet de 40 couches est de 11.49%, quelle
somme s'attend-t-il a verser par tranche de 2 semaines?

Solution: soient = le nombre total de couches utilisées pendant 2
semaines et y le valeur réelle d'une couche. La somme qu’il a a
débourser est alors zy. Mais

140 = 14(10) < z < 14(15) = 210,

c'est-a-dire qu'il utilise entre 140 et 210 couches par tranche de 2
semaines. Puisque le prix d'une couche est positif,

140y < zy < 210y.
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En supposant que les diverses taxes s'appliquant a cet achat totalisent
15% du prix du commercant, un paquet de 40 couches vaut réellement

11.49 + 0.15(11.49) = 1.15(11.49) ~ 13.218.
Ainsi 40y = 13.21%, d'ou y ~ 0.33%. Nous obtenons alors
46.20 = 140(0.33) < zy < 210(0.33) = 69.30,

c'est-a-dire que le pauvre pére déboursera entre 46.20% et 69.30% par
tranche de 2 semaines.

Note: durant une année compléte, un nouveau-né utilise environ 3000
couches... ca commence a faire beaucoup de déchets. Le pere devrait
peut-étre considérer utiliser des couches en coton.
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Soient x < y deux nombres réels. Les intervalles formés a partir de x et
y sont définis par

1. [z,y]={z:2 <2<y} 3. [z,y[={z:2 <z < y};

2. lx,yl =1z <z <y} 4. lx,yl={z:z < z <y}

Le premier intervalle est un intervalle fermé, le quatrieme est ouvert,
et les second et troisiemes sont demi-ouverts ou demi-fermés.

Les intervalles non-bornés formés a partir de = sont définis par

5. [z, 4+ ={z:2x < z}; 7. | —oo,z]={z:2 <z}

6. |x,+oo| ={z:2z < z}; 8. | —o0, x| ={2:2z <z}
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&L ) X Y x T
[, y] Jz, y [z, +o0] |z, +oo]
L Y x (7] x x
[:E,y[ ]xay] ]—oo,:z:] ]—OO,ZE[
Exemples:

1. A I'exemple précédent, la somme déboursée par le pére pour 2 semaines
de couches se retrouve dans I'intervalle fermé [46.20, 69.30].

2. Trouver l'intervalle des valeurs z pour lesquelles 12z — 3 > 5.
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Solution: par définition,

12z —3 > 5

122 >5+3 =28

.8 2
AR DENE

Ainsi I'intervalle recherché est ]2, ool.

3. Trouver l'intervalle des valeurs 3 pour lesquelles 0 < 1 — 28 < 3.

Solution: Par définition,

0<1-26<3 < 0-1<1-20-1<3—-1 < —-1<-28<2

-1 _ =2 2 1
= 22 25>—2<:>§26>—1 — | —-1,1/2].
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L'intervalle des valeurs qui satisfont a une inéquation est l'intervalle
solution de l'inéquation.

La valeur absolue d'un nombre réel mesure sa distance de |'origine:

T st x > 0,
x| = .
—x sl xz <O.
Soient z,y € R. Alors
VALl. |z| = Va?; VAL, |z +y| < |z|+ |yl;
VA2. —|z| <z < |z|; VAS. [z —y| < |x|+ |y|;
VA3, [ay| = [z] - [yl VAG. [[z] — lyl| < |z — y.
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Exemples:

1. Trouver tous les nombres x qui satisfont a |x| = 2.

Solution: puisque |x| = V2, les nombres recherchés satisfont a
Va2 =2 Ainsiz?=4,doutz=20ux=—-2.

2. Trouver tous les nombres = qui satisfont a |z —a| =17, ou r > 0.

2 _ .2

Solution: ces nombres satisfont 3 \/(x —a)2 = r, d'ob (z — a)? = r2.

Ainsi, t—a=roux—a=-r,douzxz=a+roux=a-—r.

Par exemple, les solutions de |z — 1] = 3 sont = 1+ 3 = 4 ou

r=1—-—3=-2.
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3. Trouver tous les nombres y qui satisfont a |y + 1| = —2.
Solution: par définition, la valeur absolue de tout nombre doit étre

plus grande ou égale a 0, ce qui n'est pas le cas ici. Il n'y a donc aucun
nombre y qui satisfait a |'équation.

4. Trouver tous les nombres z qui satisfont a |z + 5| < 21.

Solution: les nombres recherchés se retrouvent a une distance d’'au
plus 21 de —5. Ainsi, ce sont tous les nombres z tels que

21 <z4+5<21 — —-26 <z < 16.

L'intervalle solution est alors [—26, 16].

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 45



MAT 1700 — Méthodes mathématiques | Chapitre 3 — Les concepts fondamentaux

5. Trouver tous les nombres z qui satisfont a |z + 5| > 21.

Solution: les nombres recherchés se retrouvent 3 une distance d’au
moins 21 de —5.

Ainsi, ce sont tous les nombres z tels que z +5 > 21 ou —21 > z + 5,
d'ou z > 16 ou z < —26.

L'intervalle solution est alors | — oo, —26] U [16, co|.

6. Trouver tous les nombres & qui satisfont a < 50.

§—4oo|
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Solution: par définition, nous avons

¢ — 400
2

—100 < £ — 400 < 100 <= 300 < ¢ < 500 <= ]300, 500|.

‘ < 50 < [£ —400| < 2(50) = 100

—26

+16

-5

|z +5

300

—2 +2
0 —1
] = 2 y+ 1] = —2
a—7r a-+r —26 +16
a 5
|z —a|l =1 |z + 5] <21

400
¢ — 400
2

| > 21

500

E—

<50
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3.2 — Les polyndomes et la factorisation

Dans les applications, on doit souvent résoudre des équations de la forme
™ + Q12" -+ agz +ag =0,

ou l'inconnue est = et ou les a; € R, a, # 0. Le membre gauche de
|"équation est un polynome de degré n en z.

Degré 0: le polyndme p(z) = ag, ag # 0 est constant. Dans ce cas,
I'équation polynomiale
p(xr) =a9 =0
ne possede pas de solution puisque ag # 0, par définition.
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Degré 1: le polyndme p(x) = a1z + ag, a1 # 0, est linéaire. L'équation

p(x) =a1x+ap =0

admet une unique solution: z = —=0.
1
Degré 2: le polyndme p(z) = asx? + aix + ag, as # 0, est quadratique.
Léquation
p(z) = asz® + a1z + ag = 0

admet les solutions suivantes:

. —aq + \/a% — 4asag ot —a1 — \/a,% — 4asag

2&2 2&2
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Si le discriminant A = a%—4asag > 0, I'équation possede deux solutions
dans R, si A = 0, elle n'en possede qu'une seule, et si A < 0, elle ne
possede aucune solution dans R.

Degré > 3: il est en général beaucoup plus difficile de résoudre les équations

polynomiales de degré supérieur a 3; il existe quand méme des formules
“cubiques” et “quartiques’ analogues a la formule quadratique.

En général, pour résoudre I'équation p(z) = 0, ot p(x) est un polynéme de
degré n, on utilise soit des méthodes numériques (en dehors du cadre de ce
cours) ou on factorise p(z):

p(x) = (crx + di)(cox + d2) - - - (cpx + dp),

oulesc; #0,d; € Rpouri=1,...,n.
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Selon la propriété N1, les solutions de p(x) = 0 sont les n solutions (qui
peuvent se répéter ou étre complexes) des équations linéaires

C1T + dl = 0
CoX + dg = 0
chnx+d, = 0.

/N Il est parfois impossible de factoriser en facteurs linéaires, et nous devons
nous contenter d'une factorisation en facteurs linéaires et/ou quadratiques.

Un facteur quadratique qui ne peut étre factorisé en facteurs linéaires est
irréductible; ses racines sont des nombres complexes.

Un polyndme quadratique dont le discriminant est négatif est irréductible.
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Exemples:

1. Factoriser z2 + 3x + 2.

Solution: ré-écrivons

2 4+3c+2=x’+x+2x+2
=x(z+1)+2(x+1)
= (x+2)(z+1).

Le membre de droite est |la factorisation recherchée.

2. Factoriser 3 + 22 + x + 1.
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Solution: ré-écrivons

P4 tr+tl=2+r+22+1
=z(x? + 1)+ 1(z* + 1)
= (a:2+1)(a:+1).

Le terme 22 + 1 ne peut se factoriser, comme nous le verrons plus tard.

3. Trouver les racines réelles de |'équation 2% 4+ 3z + 2 = 0.

Solution: la factorisation de ce polyndme est connue (exemple 1),
alors

4+ 3x+2=(x+2)(x+1)=0.
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Selon la propriété N1, nous avons x +2=0oux+1 =0, dolt x = —2
et x = —1 sont les racines réelles de |'équation.

4. Trouver les racines réelles de I'équation 2> +z° + 2z + 1 = 0.

Solution: la factorisation de ce polynéme est connue (exemple 2),
alors

4t tr+l=(x*+1)(z+1)=0.
Selon N1, nous avons 22 +1 =0 ou z + 1 = 0. Mais il est impossible

d'obtenir z2 +1 = 0 puisque x? > 0 pour tout z € R. On obtient
x+ 1 =0 lorsque x = —1; c'est la seule racine réelle de I'équation.

Il existe plusieurs méthodes de factorisation. En voici quelques unes des
plus communes.
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La différence de carrés et les carrés parfaits

La méthode de la différence de carrés ne s'applique qu'a certains
polyndmes de degré pair. Soit a un nombre réel. Alors

w? —a’ = (z+a)(x —a).
Exemples:

1. Factoriser les polynOmes suivants.
(a) =% —1; (c) =%+ 1,

(b) y? —9; (d) z* —1.
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Solution:

(a) Posons a = 1. Alors a® =1 et

> —1=(x—1)(z+1).
(b) Posons a = 3. Alors a® =9 et

y =9 =(y—3)(y+3)
(c) Ce n’est pas une différence de carrés.
(d) Posons y = x2. Ainsi

t-l=()P 1=y -1=(y-(y+1)
= (* = 1)@+ 1) =(x—1D(z+1)(z*+1).
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2. Résoudre les équations suivantes.
(a) 22 —1=0; (c) 2 +1=0;

(b) y> —9=0; (d) z*—1=0.
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2. Résoudre les équations suivantes.
(a) 22 —1=0; (c) 22 +1=0;

(b) y> —9=0; (d) 24 —1=0.
Solution: on se sert de la factorisation et de la propriété N1.

(a) On a
°—1=(z—1)(z4+1)=0 = z—1=0o0uz+1=0 = z=1,-1.
(b) On a

y?—9 = (y—3)(y+3) =0 = y-3=0o0uy+3=0 — y=3,-3.
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(c) Il n'y a aucun nombre réel tel que 2 +1 = 0.
(d) On a
1= (z—1)(z+1)(z°+1) =0 = z—1=0o0u z+1 =0 ou z°+1 = 0.

Mais 22 + 1 = 0 n'a pas de solution. Il ne reste que z — 1 = 0 et
r+1=0,douzxrz=1etx=-—1.

La méthode du carré parfait ne s'applique qu'a certains polyndmes de
degré pair. Soit a un nombre réel. Alors

2 4 2ax +a* = (r+a)® et z°—2ax+a*=(z—a).

Le truc est de savoir reconnaitre la forme d'un carré parfait.
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Exemples:

1. Factoriser les polynémes suivants.
(a) % + 2z + 1; (c) z*+ 222 + 1;

(b) y? — 6y +9; (d) 2%+ 2z — 1.
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Exemples:

1. Factoriser les polynémes suivants.

(a) % + 2z + 1; (c) z*+ 222 + 1;
(b) y? — 6y +9; (d) 2%+ 2z — 1.
Solution:

(a) Posonsa =1. Alors2a =2eta’=1 = 2°+2x+1=(x+1)2

(b) Posonsa = —3. Alors 2a = —6eta? =9 — y*—6y+9 = (y—3)%
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(c) Posons y = z*. Alors
et 200+l =92 2y +1=(y+1)* = (2 +1)°
(d) Ce n'est pas un carré parfait ou une différence de carrés.

2. Résoudre les équations suivantes.
(a) 2+ 2z +1 = 0; (c) z*+222+1=0.

(b) y* — 6y +9 = 0;
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Solution: on se sert de la factorisation et de la propriété N1.

(a) On a

4+ 2r4+1=(2+1)°=0 = 2+1=0 = z=—1.

(b) On a
Y’ —6y+9=(y—30°=0 = y—-3=0 = y=3.

(c) On a
tt 4202 +1=(2*+1)?=0 = 22 +1=0.

Mais 2 + 1 = 0 n'a pas de solution, alors |'équation originale n'a pas

de racine.
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La différence de cubes et les cubes parfaits

La méthode de la différence de cubes ne s'applique qu’a certains polynomes
dont le degré est un multiple de 3. Soit a un nombre réel. Alors

3 —a’ = (2% + ax + a?)(x — a).

L e facteur quadratique x2+ax + a? est irréductible puisque son discriminant
g g puisq

est
A =a*—4a* —3a* < 0.
On a également

3+ a’ = (2% — ax + a*)(x + a);

c'est toujours une différence de cubes puisque a® = —(—a)?.
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Exemples:

1. Factoriser les polynémes suivants.
(a) z° — 1, (c) 2°+8.

(b) y° —27;
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Exemples:

1. Factoriser les polynémes suivants.

(a) z° —1; (c) 2° +8.
(b) y° —27;
Solution:

(a) Posonsa =1. Alors a® =1,dou z° — 1= (2> + 2+ 1)(z — 1).
(b) Posons a = 3. Alors a® = 27, d'ou y°> — 27 = (y* + 3y + 9)(y — 3).

(c) Posons a =2. Alors a®> =2, d'oll 2° + 8 = (2% — 22 + 4)(z + 2).
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2. Résoudre les équations en suivantes.
(a) z° —1=0; (c) z° =0;

(b) y® — 27 =0; (d) 22 +8=0.
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2. Résoudre les équations en suivantes.
(a) 2° —1=0; (c) z° =0;

(b) y3 — 27 = 0; (d) 22 +8=0.

Solution: on utilise la factorisation et la propriété N1 (le polynéme
quadratique est toujours irréductible).

(@) Onaz?—1=(2*+2+1)(z—-1)=0 = 2—-1=0 = z = 1.
(b) On a
Y —2T=( +3y+9(y—3)=0 = y—3=0 — y=3

(c)Onaz’=zxzx =0 = x=0.
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(d) On a
PH8=(2"-224+4)(24+2)=0 = 2+2=0 = z=—-2.

La méthode du cube parfait ne s’applique qu'a certains polynémes dont le
degré est un multiple de 3. Soit a un nombre réel. Alors

3+ 30z +3a’x+a’ = (x+a)® et 2°—3azr®+3a°cz—a’ = (x—a)’.
Exemples:

1. Factoriser les polynémes suivants.
(a) 2% + 322 4+ 3z + 1; (c) 2%+ 32 + 322 + 1

(b) W3 — 68% + 128 — 8§; (d) y® — 3y* + 3y* — 1.
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Solution:

(a) Posons a = 1. Alors 3a = 3, 3a> =3 et a®> =1, d'ou
3432 +3x+1=(z+1)°
(b) Poson a = —2. Alors 3a = —6, 3a* = 12 et a®> = —8, d’ol
N3 — 6R% + 128 — 8 = (N — 2)7,
(c) Posons y = z*. Alors
20432t + 322 +1 =92+ 3y +3y+1=(y+1)° = (2* +1)°
(d) Posons a = —1. Alors 3a = —3, 3a* = 3 et a®> = —8, d’ol

Y’ — 3yt + 3y — 1= (y—1)°
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2. Résoudre les équations suivantes.
(a) z° + 32% + 3z + 1; (c) x5+ 3z* + 322 + 1,

(b) N3 — 682 + 128 — 8: (d) y® — 3y* + 3y* — 1.
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2. Résoudre les équations suivantes.
(a) z° + 32% + 3z + 1; (c) 2%+ 3z* + 322 + 1,

(b) N3 — 682 + 12N — 8; (d) 4% — 3y* + 3% — 1.

Solution: on utilise la factorisation et la propriété N1.

(a) On a
3+ 32° 43 +1=(z+1)0°=0 = z+1=0 = z=—1.
(b) On a

RS —6RZ+ 128 —8=NR—-2) =0 = N-2=0 = N =2,
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(c) On a
9 +32' +32° + 1= (2" +1)°=0 = 2°+1=0,

ce qui n'est jamais le cas.
(d) On a

y6—3y4+3y2—1:(y—1)3:() — y—1=0 = y=1.
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La complétion du carré et la formule quadratique

Soient a et b deux nombres réels tels que a® — b > 0. L'équation
22 +2ax+b=0
peut se ré-écrire
0=a2’4+2ax+b=2*4+2ax+a’°+b—a*=(z+a)>+b—a°
c'est-a-dire (z + a)? = a® — b, d’oll

r+a==+\Va>—-b — xr=+vVa?—-b—a.
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Cette métode de recherche des racines (les solutions de I'équation) s'appelle
la complétion du carré. Elle donne en méme temps la factorisation

v+ 20 +b=(x+vVa2—b+a)lx — Va2 —b+a).
De méme, I'équation 22 — 2ax + b = 0 posseéde les solutions
r==+va?*—-b+a.

Exemples: résoudre les équations suivantes.
1. y? — Ty +12 = 0; 3. 22 +5x+5=0;

2. 202 —4a— 6 =0: 4. x> —5x —5=0.
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Solutions:

1. a:—%etb:u — a2—b:44—9—12:i20etIesracinessont

49 7 1 7 1 7
yove VT T T T Vit T
49 7 1 7 1 7
J ‘ L 172 T3
2. L'équation suivante est équivalente: a? — 2o — 3 = 0. Puisque a = —1

etb=—-3,onaa’—b=(—1)2—(—=3) =4 >0 et les racines sont

a=+v12—b—a=vV1+34+1=+v4+1=3
a=—-V12—b—ag=—-V/14+34+1=—-V4+1=—1.
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2 — 5 =22> et les racines sont
_ 5B V5 5 _ V55
V4 2 2 2 2
Y R B Vi
4 2 2 2 2
2 _ (—5) =22 >0, et les racines sont
B, 5 35, 5 _3/es
4 2 2 2
[45 5 _ 35 5 _ —3V5+45
42 2 2
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Soient a, b et c trois nombres réels tels que b*> — 4ac > 0. Les solutions de
I"équation
ax’+br+c=0

sont

B —b+ Vb2 — dac

€Tr —=
2a
Cette méthode de recherche des racines s'appelle la formule quadratique;
on en connaissait une version (incomplete) il y a 4000 ans!!!

Elle permet d'obtenir en méme temps la factorisation

b— Vb2 —14 b b2 — 4
az’+br+c=|z+ v ac T + +V ac
2a 2a
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az® +bxr+c=0
4a*z? + 4abx + 4ac = 0
4a*x?* + dabr = —4ac
4a*x? + dabx + b* = b — 4ac
(2azx + b)? = b* — 4ac

2ax + b = £+/b2 — dac

2ax = —b + /b2 — dac

—b+ b2 — dac
2a '
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Exemples: résoudre les équations suivantes.

1. y2—7y—|—12:(); 3. 224+ 5x+5=0:

2. 202 — 40— 6 =0: 4. x> +5x+10=0.
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Exemples: résoudre les équations suivantes.

1. y? =7y +12=0; 3. 22 +5x+5=0;
2. 202 — 40— 6 =0: 4. x> +5x+10=0.
Solutions:

1. Puisquea=1b=—Tetc=12, b*> —4ac =1 > 0 et les racines sont

—b+ Vb2 — dac 7+\/49 4(1)(12) 7+1

_ oy

Y 2 2(1) 2
b=V - dac _ T-— /49 — 4( )(12)_7—1_3

v 2a 2(1) ~ o T
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2. Puisque a =2, b= —4 et c= —6, b* —4dac = 64 > 0 et les racines sont

~ 4+./16 — 4(2)(—6) _ 438

_ =3,1.
“ 2(2) 4 ’

3. Puisquea=1,b=5etc=25, b>—4ac=5> 0 et les racines sont

- —5+/25-4(1)(5) -5++5
v 2(1) -y

4. Puisquea=1, b=5etc=10, b* —4ac= —15 < 0 et il n'y a aucune
solution.
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La division polynomiale

Cette méthode de factorisation s'applique a des polynomes dont une des
racines est déja connue.

Soient p(x) un polyndme de degré n et a € R tel que p(a) = 0. Alors

p(x) = (x —a)q(x), avec degq(x)=mn—1.

La factorisation de p(x) devient alors un probleme de factorisation de ¢(x),
qui est plus simple a résoudre.

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 77



MAT 1700 — Méthodes mathématiques | Chapitre 3 — Les concepts fondamentaux

Exemples: factoriser les polynémes suivants en utilisant la racine a.
1. 23— 22— 4z +4, a=1; 3. 23 —x2—x—2, a=2:

2. xt 4+ 4 + 622 +4x+1, a=—-1: 4. x*+5x%—622 a=1.
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Exemples: factoriser les polynémes suivants en utilisant la racine a.
1. 23— 22— 4z +4, a=1; 3. 23 —x2—x—2, a=2:

2. xt 4+ 4 + 622 +4x+1, a=—-1: 4. x*+5x%—622 a=1.

Solutions:
1. Il faut vérifier si a = 1 est bien une racine du polynéme. Puisque
1° —12 —4(1)+4=1-1-44+4=0,
x — 1 est un facteur. On effectue la division polynomiale

(2° — 2% — 4w +4) + (v — 1).
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x> — 4

:13—1) x3 —x? —4xr +4
_ 23 4 g2

—4x +4

4xr — 4

0

La factorisation recherchée est donc

-2 —dr+d=(r—1)(z°—4) = (z - 1)(z - 2)(z +2).
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2. Il faut vérifier si a = —1 est bien une racine du polyndme. Puisque
(D 4+ 4(=1)24+6(—1)*+4(-1)+1=1-4+6—-4+1=0,
x + 1 est un facteur. On effectue la division polynomiale
(z* 4+ 42° +62° + 42 +1) = (x + 1) (page suivante).
La factorisation recherchée est donc

et 4’ 6’ 4 Ar+1 = (24+1)(2*4+-32°+3z+1) = (z+1)(z+1)° = (z+1)%.
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3+ 3r2+3r+1

x+1) x* 423 + 622 + 4 + 1

_ 4 3
323 + 622
— 33 — 322
322 + 4x
— 3% — 3x
r+1
—x—1

0
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3. Il faut vérifier si a = 2 est bien une racine du polynéme. Puisque
(2)° - (2)*-2-2=8-4—-2-2=0,
x — 2 est un facteur. On effectue la division polynomiale
(z° —2* —x —2) + (r —2) (page suivante).
La factorisation recherchée est donc

-2t —x—2=(r—-2)(x*+z+1).
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x> +ax+1
513—2> x> —x? —x—2
— x3 + 222
2 —x
— 2%+ 2
r — 2
—x+ 2
0
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4. 1l faut vérifier si a = 1 est bien une racine du polyndme. Puisque
(D) +5(1)2—-6(1)2=14+5-6=0,
alors x — 1 est un facteur. On effectue la division polynomiale
(z* 4 52° — 62%) = (xr — 1) (page suivante).
La factorisation recherchée est donc

z* 4 52% — 622 = (2 — 1)(2® + 622) = (z — 1)z*(x + 6).
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x3 + 622

51:—1) x* + 523 — 622
gt g8

61> — 612

— 623 + 622

0
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Exercices suggérés
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