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8.1 — L’aire d’une région bornée par des courbes

Lors du chapitre précédent, nous avons introduit des techniques nous
permettant de déterminer les primitives de plusieurs fonctions algébriques.

L'intégrale définie (> 0,< 0,= 0) est utilisée pour déterminer |’ “aire”
(> 0,< 0,=0) entre la courbe, I'axe des x, et les droites z = a et z = b.

Dans plusieurs applications, il faut calculer I'aire entre deux courbes; dans
ce cas, on entend le concept physique de I'aire (> 0).

Si y = f(x) et y = g(x) représentent deux courbes sur l'intervalle [a, b]
telles que f(x) > g(x) pour tout x € |a, b], on cherche a mesurer |'aire A de
la région bornée inférieurement par y = g(x), supérieurement par y = f(x),
a gauche par x = a et a droite par = b.
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Y y = f(=) .

Yy,

y = f(x)
A
y = g(x)

/'\

a

L"aire recherchée est A = B — C. Nous avons vu au chapitre 7 que

b
B:/f(a:)d:z: et C=

/a b g(z) da.

b
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/f dw—/ (w)d$=Lb(f(x)—g(w))dw-

Si au contraire g(x () pour tout = € [a, b], nous obtenons

Alors

A= [ (o(a) - @) do

En général, on peut avoir f(x) > g(x) pour certains z, et g(x) > f(x)
pour d’'autres; on combine ces possibilités pour obtenir

_ / f(2) — g(a)| da

Puisque la valeur absolue est toujours positive, |'aire entre deux courbes le
sera également (a moins que f = g ou a = b).
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La marche a suivre

Voici la procédure pour calculer I'aire entre les courbes y = f(x) et y = g(x)
sur |a, bl:

1. trouver tous les points d’'intersection de f et g (i.e. les points ou

f(x) =g(x));

2. intégrer |f(x) — g(x)| sur les intervalles déterminés par les points
d'intersection, et

3. additionner les résultats obtenus a I'étape 2.

Les problemes ne se présentent pas toujours de cette facon; il faut parfois
faire un peu de travail avant de commencer a intégrer.

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 5



MAT 1700 — Méthodes mathématiques | Chapitre 8 — Les applications de I'intégrale

Exemples:

1. Calculer I'aire entre les courbes y = z°+1 et y = x sur l'intervalle [—1, 2].
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Exemples:

1. Calculer I'aire entre les courbes y = z°+1 et y = x sur l'intervalle [—1, 2].

Solution: il faut tout d’'abord trouver les points d'intersection dans
I'intervalle [—1, 2]:

x2+1:az — :r;z—erl:O.

Le discriminant A = b? — 4ac = —3 de cette équation quadratique est
négatif: il n'a pas de solution, donc pas de point d'intersection.

Le seul intervalle sur lequel il faut intégrer est donc [—1,2], sur lequel
2+ 1>z
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y:xz—l—l
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Y,
18
y:x2—|—1
y=x
3 X
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Y,
+ 8
Yy = x? + 1
-
||||
(It |
|ig 5
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L'aire sous la courbe est tout simplement

2

2. Calculer I'aire entre les courbes y = \/x et y = x* sur l'intervalle [0, 2].
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Solution: il faut tout d’'abord trouver les points d'intersection dans
I'intervalle [0, 2]:

V=2 <= 2*—\/xr=0
— Vr(z?? - 1) =0
— =0 ou z%?=1

<— =0 ou z=1.

Les intervalles sur lesquels il faut intégrer sont alors:

0,1], sur lequel \/x > z? et
1, 2], sur lequel /z < 2.
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~_|
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~_|
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|

~_|
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|
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| "aire recherchée est

2 1 2
A:/ |\/5—x2\d:c:/ \\/§—$2|d$—|—/ VT — 2| dx
0 0 1

! 2 2 31 3 2
:/(\/E—xz)dx—l—/(xQ—\/E)da::[§x3/2—? +[———x3/2]
0 1 1o 1

3 3 3 3
— 213/2_1_ _ 203/2_0_ 4+ 2__223/2 _ 1__213/2
3 3 3 3 3 3 3 3

_ %(5 ~2v2),

3. Calculer I'aire de la région bornée par les courbes y = 22 et y = 2 — 2.
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Solution: les bornes d'intégration ne sont pas données explicitement.
Pour les obtenir, on doit commencer par trouver les points d'intersection
des deux courbes.

Ensuite, on détermine la région appropriée en consultant le graphique de
ces deux courbes, et on intégre selon la formule.

Les points d'intersection des deux courbes sont:
P =2-1° = 22°-2=0 = (z—1)(z+1)=0 = 2= —1,1.
La région dont l'aire est recherchée doit donc étre une des trois régions

suilvantes:

= |a région entre les courbes sur l'intervalle | — oo, —1];
= |a région entre les courbes sur l'intervalle [—1, 1], ou
= |a région entre les courbes sur l'intervalle |1, +o0].
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y:2—x2
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On voit sur le graphique que c'est la deuxieme de ces régions qui nous
intéresse, sur laquelle 2 — 22 > 2.

L'aire recherchée est donc

1
A:/ 2 — 2% — 2°| dw

—1

1 3 1
2
:/ (2—23:2)dx: [2x——x]
1 3 ] 4

[l 1) G- -3

4. Calculer I'aire de la région bornée par les courbes y = x et y = x°.
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Solution: les bornes d'intégration ne sont pas données explicitement.
Pour les obtenir, on doit commencer par trouver les points d'intersection
des deux courbes, et on intégre selon la formule:

r=2"<—=r’—r=0=z(z-1)(z+1)=0<=2=-1,0,1.

La région dont |'aire est recherchée est composée de certaines des régions

suivantes:

= |la région entre les courbes sur I'intervalle |
:_17 O]'

= |a région entre les courbes sur l'intervalle
= |a région entre les courbes sur l'intervalle
» |a région entre les courbes sur l'intervalle

— 00, —1];

0, 1], et/ou

1, +o0l.
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On voit sur le graphique que les régions 2 et 3 sont d'intérét. De plus,
x® > x sur l'intervalle [—1,0] et 2° < x sur I'intervalle [0, 1].

L'aire recherchée est donc

1 0 1
A:/ |:133—:U\d:13:/ |a:3—:1:|dx—|—/ 2% — x| dx
-1 —1 0
0 1 4 270 2 4
3 5 rt x re X
= —x)d —x°)dr = |— — — — =
/1(3j ) QH_/O(QIj v de [4 2]_1+[ 4

(9

1
1
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Les régions plus complexes

Comment compose-t-on avec des régions bornées par plus de deux courbes?

Dans ce type de probleme, on commence par tracer toutes les courbes.
La figure obtenue possede plusieurs sommets, dont chacun est le point
d'intersection d'une des paires de courbes.

On trace ensuite des droites verticales a partir de chacun des sommets, ce
qui divise la figure en plusieurs régions, chacune bornée par deux courbes
(pas nécéssairement les mémes d’'une région a l'autre).

En additionnant la superficie de chacune de ces sous-régions, on obtient la
superficie totale de la région.

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 18
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Exemples:

X.

1. Calculer I'aire de la région bornée par y =z, y=1—-z ety = —%
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Exemples:
1. Calculer 'aire de la région bornée par y =2, y=1—zr ety = —%:1:.

Solution: le points d'intersections sont

1

r=1—-2 <+ =3
1

:c:—izr; — x=0
1

1—x:—§x <— 1 =2.

La figure formée par ces trois courbes est un triangle dont les sommets
sont A(0,0), B(1/2,1/2) et C(2,—1): la région est séparée en deux
sous-régions A; et As.
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Yy,
\1
y=x
2 €T
y=1—=x
y = —5T

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 20



MAT 1700 — Méthodes mathématiques |

Chapitre 8 — Les applications de I'intégrale

\

y==x
~._ A ,
/ : 2
¢ A2 yzl—CIZ
Yy = —5
AN
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N
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Aq: cette sous-région est bornée par les droites y = x et y = —%x sur

'intervalle [0,1/2]. Puisque x > —iz sur cet intervalle:

1/2 1/2 g 3 22172 3
A1:/ ‘x—(—z)‘dx:/ —xdr = 2L = —.
. 2 . 2 2 2], 16

Ag: cette sous-région est bornée par les droites y = 1 —x et y = —%x

sur I'intervalle [1/2,2]. Puisque 1 — x > —2x sur cet intervalle:

27 2

2 2
A2=/1/2‘1—:c—(—g)‘d:r::/lﬂ(l—g) dr = [xi]1/2—196.

L'aire recherchée est donc A = Ay + A5 = % + % = %.
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2. Calculer I'aire de la région bornée par les courbes y = x, y = ﬁ Yy = —%x
__ 10, _ 29
ety =35 — 5, lorsque = > 0.
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2. Calculer I'aire de la région bornée par les courbes y = x, y = é Yy = —zx

2
et y = %x — %, lorsque x > 0.

Solution: les sommets de la figure formée sont les points
1
A(0,0):xz—iaﬁ(:)afz()

1
B(l,1):z=—<=z=1

332
1 10 29
1 10 29

La région est donc séparée en trois sous-régions A;, Ay et As.
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Yy,
+1
y=x
1
Yy==13
9 xT
Yy = —ix y=gr—F
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11
Yy=—2 4
/
// 1
/ \\ o 5132
\\
e
\~~..
p /) x
!
\\\
N
R
NG
1 S 10 29
i Yy=392—%
\\\\
Pl
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Aq: cette sous-région est bornée par les courbes y = x et y = —%x sur

'intervalle [0, 1]. Puisque 2? > —2x sur cet intervalle:

s [ e (e [ (5) =[],

. s = 7 1 . 1
Ag: cette sous-région est bornée par les courbes y = = et y = —5x sur

I'intervalle [1,2]. Puisque # > —1z sur cet intervalle:

2 2 272
1 €T 1 €T 1 =z 5}
A p— ——(—— d p— —_— —_— p— —_— _— ———
’ /1 x? 2)| v /1 (372+2> o [ x+4]1 4
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: [ . 1 _ 10 29
As: cette sous-région est bornée plar Ies1 courb2es y=sety=gr—%5
sur l'intervalle [2,3]. Puisque —5 > D — 2 sur cet intervalle, I'aire

de cette sous région est

3 3
1 10 29 1 10 29
A3:/ — = = — — dx:/ — ——x+— ) dzx
, 122 \ 9 9 , \22 9 9

[1 5 29]3 11
= |-——— ="+ —xr| =_—.
, 18

H
—_
N
\]

L'aire recherchée est donc A = A1 + Ay + A3 = % e % i

[
oo
—
oo
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8.2 — L’accélération, la vitesse et le déplacement

Comme nous |'avons vu au chapitre 5, si un objet se déplace selon s(t), sa
vitesse est v(t) = s'(t) et son accélération est a(t) = v'(t) = s"(t).

Autrement dit, la vitesse est une primitive de l'accélération et le
déplacement est une primitive de la vitesse:

o(t) = / alt)dt et s(t) = / u(t) dt.

Selon le théoreme fondamental du calcul, on obtient:

to to

a(t)dt et S(tg)—S(tl):/ v(t) dt.

t1

v(ta) —v(ty) = /

t1
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Exemples:

1. Une aviatrice distraite laisse tomber un biscuit de son biplan en vol (a une
altitude de 2km). Il se dirige vers le sol avec une accélération constante
de 10m/sec®. Quand atteint-il le sol?

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 27
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Exemples:
1. Une aviatrice distraite laisse tomber un biscuit de son biplan en vol (a
une altitude de 2 km). |l se dirige vers le sol avec une accélération

constante de 10 m/sec®. Quand atteint-il le sol?

Solution: on oriente le probleme de sorte a ce que v > 0 —
I'objet se dirige vers le sol. Selon I'énoncé,

a(t) =10, out = 0 dénote I'instant ou l'aviatrice jette le biscuit.

Par définition, la vitesse du biscuit est alors

v(t) = /a(t) dt = /10dt = 10t+K, ou K est la constante d'intégration.

Le calcul dans la joie (Boily et Hart) 27
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On trouve sa valeur en remarquant que v(0) = 0 (i.e. la vitesse verticale
du biscuit est nulle lorsque t = 0), d'ol

0=v(0)=100)+ K = K =0 et v(t)= 10t

Si t9 représente l'instant ou le biscuit atteint le sol, on doit avoir

to to
5(ts) — 5(0) = 2000 —> 2000 / o(t) dt = / 10¢dt = [5t2)'2 = 5¢2.
0 0
400 =13 = ty = £20 = t5 = 20sec.
2. Un objet se déplace en ligne droite avec l'accélération a(t) = 2t + 1

m/sec®. S'il débute son parcours a une vitesse de 1 m/sec et qu'il a
parouru 10 m apres 2 sec, quelle distance a-t-il parcouru apres 8 sec?
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Solution: puisque I'accélération est la dérivée de la vitesse,

v(t):/a(t)dt:/(2t—|—1)dt:t2+t+K.
De plus, v(0) = 1. Ainsi, v(0) =0 +0+ K =1,dou K =1 et
v(t) =t* +t+ 1.

Nous avons également

t3 ¢
s(t):/v(t)dt:/(t2+t+1)dt:§+§+t+0.
Puisque s(2) = 10,
23 22 C
—+ — 42 = 10
st 2 ,
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d'ou C = %. Dans ce ce cas, la fonction déplacement devient

=t Ly 10
S = — —_— -
3 2 3’
dou g3 &2 10
s(8) = §+?—|—8—|—§ = 214 meétres.

/N 1 est important de ne pas oublier les constantes d’intégration.

3. Le modele 2002 Vanden Plas Super V8 de Jaguar passe de 0 a 100 km/h
en 5.8 secondes. Supposons que l'accélération du véhicule soit linéaire
en fonction du temps. Quelle distance a-t-il parcouru lorsque sa vitesse

atteint 100 km /h?
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Solution: I'accélération est linéaire, d'ou
a(t) = Mt + K, M, K des constantes.

Mais a(0) = 0 (pourquoi?) = K =0 et a(t) = Mt.

Les unités de vitesse sont données en km/h; une vitesse de 100 km/h
correspond a une vitesse de:

100(1000 matres) 250 250
= — v(0) =0, s(0) =0, v(5.8) = —.
60(60 secondes) m/sec 0(0) =0, 5(0) =0, v(5.:8) 9

Selon le théoreme fondamental du calcul,

9250) 5.8 M.1°% M
= = y(5.8)—0(0) = Mtdt = |—t*| =-—"(5.8) = M ~ 1.65.
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Puisque la vitesse est une primitive de I'accélération, on a:
M
v(t) = /a(t) dt = /Mtdt = 7152 + K.

Cependant, v(0) = 0. Ainsi, K1 =0 et v(t) = £¢2.

Puisque le déplacement est une primitive de la vitesse, on a:

M M
s(t) = /v(t) dt = /7t2 dt = E753+K2.

Mais s(0) = 0. Alors, Ky = 0 et s(t) = 243,

La distance parcourue par la Jaguar aprés 5.8 secondes est alors

M
5(5.8) = F(5.8)3 5 53.70 metres.
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8.3 — Les surplus du producteur et du consommateur

La courbe de I'offre et la courbe de la demande décrivent respectivement
la quantité d'un article produit et vendu dans un “marché libre":

» |'offre indique la quantité que le producteur offre a différents prix,

= |a demande indique la quantité que les consommateurs sont préts a
acheter a différents prix.

En général, on suppose que l'offre est une fonction croissante du prix
unitaire, tandis que la demande est une fonction décroissante.
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Ces fonctions sont inversibles (pourquoi?); on travaille souvent avec les
réciproques p = S(q) (pour I'offre) et p = D(q) (pour la demande), ou p
est le prix unitaire et ¢ la quantité vendue.

En général, alors, on a p = S(q) et p= D(q) \.

Le point d'intersection (¢*, p*) de S(q) et D(q) est le point d’équilibre du
marché pour l'article en question; ¢* est la quantité d’équilibre, p* est le
prix d’équilibre.

En théorie, tous les biens se vendent au prix d'équilibre.
On dénote par pmi, le prix minimal auquel le producteur est prét a offrir son

produit et par pmax le prix maximal auquel les consommateurs sont préts a
I"acheter.
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pmax

g~
||

3

S

Phmin ]
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Les consommateurs font, en moyenne, un gain en achetant le produit au
prix d'équilibre puisque p* < pmax (ceux qui ne I'achéteraient que si p < p*
ne sont plus de la partie).

De méme, certain producteurs auraient offerts I'article a un prix inférieur,
c'est-a-dire p* > Pmin (ceux qui ne I'offriraient que si p > p* ne sont plus

de la partie non plus).

Les deux parties font donc des gains a I'échange:

» le surplus du consommateur mesure les gains réalisés par le
consommateur,

* |e surplus du producteur mesure les gains réalisés par le producteur.
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Un rectangle d'aire quelconque sous les courbes possede les unités suivantes:
Aire du rectangle = base x hauteur ~» #unités x $/unité = $;

I'aire sous les courbes de I'offre et de la demande mesure des gains (ou
des pertes) = les gains se calculent a I'aide de I'intégrale définie.

Le surplus du consommateur est |'aire bornée par la courbe de la demande
et la droite p = p* entre 0 et ¢*; le surplus du producteur est |'aire bornée
par la courbe de l'offre et la droite p = p* entre 0 et ¢™:

S.C.—/Oq*(D(q) dq—/ D(q)dq — p*q"*

S.P.=/Oq*< _5(g)) dg = p*" /s
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pmax

S.P.

=
[

S

S
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Exemples:

1. L'offre et la demande pour un produit quelconque sont

p=S(Q)=§+1 et p=D(qg =-2¢+2, 0<¢qg<1.

Déterminer les surplus du consommateur et du producteur.
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Exemples:

1. L'offre et la demande pour un produit quelconque sont

p:S(q):%—i—l et p=D(q) = —2q+2.

Déterminer les surplus du consommateur et du producteur.

Solution: on commence par trouver le point d'équilibre:

7 3
D(C]):S(Q)<:>%+1:—2q+2<:>§q:1<:>q*:?,

et
8

Le calcul dans la joie (Boily et Hart)
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p 27
1.5 q
P=5(Q)=§+1
] -
0.5
p=D(q) =-2q+2
O T T T T 1
0 0.2 04 0.6 0.8 |
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p 27
1.5" q
@) =(57)
______________________ :
0.5- :
E p=D(q) =-2q+2
0 Y = Y Y \
0 0.2 04 0.6 0.8 |
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q

+1
3
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Alors
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2 q *\ 2 2
.« g . (¢%) . 0
— — | = — - _ - O
pq [6+q]0 pq [( 6 +q) (6+ )]
83 [(B) 3]_3
7T 6 71 98
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2. La compagnie Australienne Vegemite Inc. détermine que les courbes
d'offre et de demande pour des petits pots de Vegemite en Australie
sont, repectivement,

1,000,000

20
(g + 100)2

]‘ 2
p=5(q) 0004 +50 et p (q)

cents par unité, pour 0 < g < 40.
Si le point d'équilibre est

(¢*,p*) = (19.209, 50.369),

déterminer les surplus du consommateur et du producteur.
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, 807
70-
60
q2
p=S(q) = Tooo T 50
50-
40 -
_ p(oy _ 1000000
p=D(q) = @+ 1007~
0 10 20 30 40
q
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p 80+
70+
60 -
q2
(q*,p") = (19.2,50.4) p=S)= 1000 T >0
N e S g
40
! Do) = 1,000,000 20
i p= (q)_—(q+100)2_
0 10 20 30 40
q
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80

70

2

q
=5(q) = 5=+ 50
(q%p") = (19.2,504) P~ ° @ = 7500
50
40 -
_ p(g) = 000000
P= = g+ 100)2
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Solution: le surplus du consommateur est

S.C. = /Oq (D(q) — p*) dq = /Oq D(q)dq —p*q*

4 /1,000,000
— 0 90 ) dg — prg
/o <<q+1oo>2 ) 1mr
q" dq q"
— 1,000, 000 —20 | dg—op*q*
/0 (¢ + 100)2 /o i

*

dq q* * %k

q
= 1,000, 000 —20[q]? - p*q*.
,000, /O T 100)2 ], —p'q
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On effectue la substitution © = ¢ + 100 pour obtenir

dq du 1 1
_/(q—|—100)2 u? u+ q—|—100+ ’
d'ou
q*
S.C. =1,000,000 |— —20q™ — p*q”
3 3 [ g+ 100]() q P q
— 1,000,000 [ — L) (9204 1)
R ¢ +100 100 b

~ 259.659.
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De méme,

S-P-Z/Oq (™ —S(q)) dq:p*q*—/oq S(q) dq

*

g 1
* % 2
=p*q" — ——q“+50) d

*

¢ !
=pq — [ +—50q]

3000 ;

— g — 50
P4 = 5000 ~ M

~ 4.725
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3. La méme compagnie décide de tenter sa chance au Canada. Une étude
de marché démontre que la demande pour des petits pots de Vegemite
est constante a

p = D(q) =20
cent par unité. Déterminer les surplus du consommateur et du producteur
au Canada.

Solution: on commence par trouver le point d'équilibre, c'est-a-dire
le point ou D(q) = S(q). C'est le point ou

1
20 = — g% + 50 < —30000 = ¢*
10004 T 4

ce qui est impossible. Puisqu'il n'y a pas de point d'équilibre, les surplus
en question n’existent pas.
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Exercices suggérés
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