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2.1 — Motivation

Soit U une population composée de N unités, dont les réponses resp. sont

U= {ul,...,uN}.
Supposons que I'on s'intéresse a la moyenne p d'une population cible U,

ou
1 N
j:

Puisque la population est de taille finie, il est possible d'évaluer u
directement... en théorie.
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En pratique, nous n'avons que rarement accés aux réponses pour
la population ¢/ dans son entiereté, d'ou le recours aux méthodes
d’échantillonnage.

Un échantillon ) de taille n < N est un sous-ensemble de la population
cible U,
yg {y17'°'7yn} C {Ul,...,UN} ZZ/{,

a partir duquel on peut approcher 1 a I'aide de la moyenne d’échantillon

(ce n'est pas la seule méthode).
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On obtient un échantillon aléatoire simple (EAS) de taille n en prélevant n
unités de la population cible, une a la fois, sans remise.

A chaque stade de I'échantillonnage, toutes les unités qui ne se retrouvent
pas encore dans |'échantillon ont |la méme probabilité de se retrouver dans
|"échantillon.

Dans un plan d'échantillonnage EAS, chaque sous-ensemble de taille n
a la meme probabilité d’étre choisi.

Comment choisir un échantillon aléatoire? A I'époque, on les choisissait “a
la mitaine”, a I'aide de tables de nombres aléatoires. De nos jours, on se sert

de logiciels (SAS, R, etc.) afin de choisir un échantillon (pseudo-)aléatoire.

Exemple: Quelle est la durée de vie moyenne par pays en 20117
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# preparation de 1l’ensemble de donnees
> setwd("C:/Users/idlew/Documents/Courses/ES")
> gapminder = read.csv("DATA/gapminder.csv")

> str(gapminder)

’data.frame’: 10545 obs. of 9 variables:

&

& B B F P P L &L

country : chr "Albania" "Algeria" "Angola"

year : int 196 196 196 196 196 196 196 196

infant_mortality: num 115.4 148.2 208 NA 59. 9 Ce
life_expectancy : num 62.9 47.5 36 63 65.4 ...

fertility : num 6.19 7.65 7.32 4.43 3.11 4.55 4.82 3.45 ...
population : int 1636054 11124892 5270844 54631 20619075 ...
gdp : num NA 1.38e+1 NA NA 1.08e+11

continent : chr "Europe" "Africa" "Africa" "Americas"
region : chr "Southern Europe" "Northern Africa"
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# extraction des donnees d’interet: life_expectancy, year=2011
> library(tidyverse)

> gapminder.EAS <- gapminder %>%

filter (year==2011) %>%

select (life_expectancy)

> summary (gapminder.EAS)

> gapminder.EAS[,]

life_expectancy
Min. :46.7

1st Qu.:65.3
Median :73.7
Mean :71.18

3rd Qu.:77.4
Max. :83.0
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[1] 77.4 76.1 68.1 75.9 76.0 73.5 75.2 82.2 80.7 70.8 72.6 78.8 69.3
[14] 75.2 70.3 80.2 71.2 61.1 71.7 72.1 78.2 56.5 73.8 76.9 74.2 59.5
[27] 60.8 67.6 58.1 81.6 71.4 48.1 56.1 78.9 74.9 77.0 67.2 58.8 60.9
[40] 79.9 57.0 77.1 77.9 81.1 77.8 79.9 62.5 74.6 75.3 70.4 74.3 58.7
[63] 60.2 76.3 62.9 65.3 80.3 81.6 75.8 63.3 67.1 72.2 80.5 63.5 80.5
[66] 71.2 71.0 71.6 58.2 54.5 65.6 62.4 72.2 83.0 75.0 82.9 65.7 70.1
[79] 74.1 67.7 80.6 81.6 82.0 74.6 82.6 78.1 69.1 63.7 62.1 80.6 79.0
[92] 68.5 65.0 74.6 76.6 46.7 61.5 60.5 74.3 81.5 80.0 75.6 62.6 56.6

[105] 74.6 79.6 59.6 81.3 68.8 73.7 75.7 68.4 72.3 65.6 76.7 73.9 54.5
[118] 62.6 69.3 80.9 75.9 80.8 77.4 59.6 62.0 81.1 76.3 64.9 77.4 59.4
[131] 74.0 78.5 70.2 76.5 80.2 77.4 79.7 74.5 69.8 65.3 74.6 71.0 72.7
[144] 78.9 64.4 75.1 73.4 55.6 81.5 76.1 79.9 63.0 56.6 82.0 76.4 66.3
[157] 71.0 48.0 81.7 82.6 75.1 70.1 61.7 74.3 71.3 59.6 70.8 71.9 77.2
[170] 78.8 68.5 58.6 71.1 75.5 80.5 78.9 76.3 70.6 64.1 74.8 74.2 74.7
[183] 66.6 53.7 51.6
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> ggplot (data=gapminder.EAS, aes(life_expectancy)) + geom_rug() +
geom_histogram(col="black", fill="blue", alpha=.2,
breaks=seq(45, 85, by = 2.5))
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On voit qu’en 2011, la moyenne pour les N = 185 pays est u = 71.18.

On préleve au hasard un échantillon de taille n = 10, par exemple:

# replicabilite
set.seed(1234) # sur un PC
N = dim(gapminder.EAS) [1]
n = 10

>
>
>
> (sample.ind = sample(1:N,n, replace=FALSE))

[1] 28 80 150 101 111 137 133 166 144 132

> (gapminder.EAS.n = gapminder.EAS[sample.ind,])

[1] 67.6 67.7 76.1 80.0 75.7 79.7 70.2 59.6 78.9 78.5
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La moyenne (empirique) de cet échantillon est

67.6 +67.7+ -+ 78.5
g— L0 13 99 _ 73 40,

Un échantillon différent peut mener a une estimation différente:

> set.seed(12345) # sur un mac
> (sample.ind = sample(1:N,n, replace=FALSE))

[1] 134 162 140 184 83 30 59 91 129 175

> (gapminder.EAS.n = gapminder.EAS[sample.ind,])

[1] 76.5 70.1 65.3 53.7 82.0 81.6 75.8 79.0 77.4 80.5
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La moyenne (empirique) de ce second échantillon est

> mean(gapminder.EAS.n)

[1] 74.194

C'est tout a fait normal — puisque chaque y; dans un EAS est une variable
aléatoire, la moyenne 7 I'est également.

La variabilité d’échantillonnage explique comment les estimations varient
en fonction de |'échantillon.

Par exemple, si on prépare m = 500 échantillons, chacun de taille n = 10,
on pourrait obtenir les moyennes empiriques de la page suivante:
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set.seed(12) # sur un mac

N=dim(gapminder.EAS) [1]

n=10

m=500

moyennes <- c()

for(k in 1:m){
moyennes [k] <- mean(gapminder.EAS[sample(1:N,n, replace=FALSE),])
+

> moyennes

V V V V V V

[1] 72.219 68.110 68.770 73.260 67.430 72.864 71.900 70.054 72.477 69.930
[11] 73.100 70.300 68.957 71.060 69.250 74.840 64.700 74.942 68.840 73.780
[21] 69.390 68.672 67.250 72.080 72.650 69.540 70.040 69.720 72.080 72.140
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> ggplot(data=data.frame(moyennes), aes(moyennes)) +

geom_histogram(aes(y =..density..), breaks=seq(60, 80, by = 1),
col="black", fill="blue", alpha=.2) +

geom_density(col=2) + geom_rug(aes(moyennes))
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2.2 — Concepts fondamentaux

La variance de la population o2 est une mesure de dispersion, c-a-d de
la tendance qu’ont les valeurs de la réponse a s'éloigner de la moyenne de
la population u:

1 — 1«
0° = NZ(%‘ —p)? = NZ(U? — 2ujp + 1)
=1 j=1
1 (& 1 (&
=N Zu —2,uZuJ+N,u = Zu?—QN/erN,uQ
J=1 Jj=1 j=1
1 1
2 2
2 (N = 2
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Les paramétres 11 et 02 peuvent &tre interprétés en termes de |'espérance
et de la variance d'une variable aléatoire.

Soit X une variable aléatoire discréte dont la fonction de masse est
f(x) = P(X = x). Ainsi,

=Y af(x), V[X]=) (z-E[X])?f(z), SDIX]=/V[X].

Pour un échantillon de taille n = 1 provenant de cette population, dont Ia
valeur est représentée par la v.a. Y1, nous avons f(u;) = P(Y1 =u;) = %
pour 3 =1,..., N, dou

Zu]f Uj) Zuj

P. Boily (uOttawa) 18
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et

N
1
Yl :Z j):NZU?—ILﬂ:Oj, SD[Yl]: V[Yl]:O'

J=1 g=1

En général, I'estimateur y de la moyenne de population p est produit a
I'aide de plus d’une observation — différents échantillons de taille n donne
naissance a différents valeurs de .

Afin de controler |'erreur d'échantillonnage associé a un EAS, il faut
connaftre la distribution de Y'; en particulier, E[Y] et V[Y].

Si y1,...,y, sont des v.a. indépendantes et identiquement distribuées
(i.i.d.), le théoréme de la limite centrée impose Y ~ , . N (i, 0% /n).

P. Boily (uOttawa) 19
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Exemple: Considérons une population finie a N = 4 éléments:
up =2, us=0, wuz=1, wug=>7.

La moyenne et |la variance de population sont, resp.,

1 1 7
u=1(2+0+1+5)=2 et 02:1(22+02+12+52)_22:§‘

Supposons que l'on souhaite prélever de cette population un EAS sans
remise de taille n = 3 afin d’estimer la moyenne L.

Il'y a (g) — 4 tels échantillons.

P. Boily (uOttawa) 20
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Echantillon Valeurs 7 P(Y =7)

Ui, U2, U3 2,0, 1 1 1/4

U1, U, Ug 2,0,5 7/3 1/4

U1, U3, Ug 2,1,5 8/3 1/4

Ug, U3, Ug 0,1,5 2 1/4

Alors

_:ng(?: =1 (1+i+5+2)=2=0p

B 2 2
zw SEE =3 (104 () ()+2) 2=

Mais on remarque que V[Y| # %2 — %. Qu’est-ce qui se passe?

P. Boily (uOttawa) 21
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Voici comment on explique ce résultat.

Soit U = {u1,...,un} une population finie. On y préleve un EAS sans
remise de taille n.

Soit Y; la variable aléatoire qui représente la valeurs que prend la 1—eme
unité de I'EAS, respectivement.

Tous les Y; ont des distributions identiques: pour tout u; € U, nous
obtenons (A ne pas confondre |'unité u; et sa réponse u;):

1
P(leu])zﬁ
1 N—-1
Py = uyy = PO2= i |Vi£u) POG ) iy M 1
2 J P(Yl#Uj‘YQZ’UJj) 1 N
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P(Ys =u; | Y1,Ys # uy) - P(Y1,Ys # u;)

P(Ys =wu;) =
(3 uj) P(Yl,YQ#’UJj‘Yg:UJj)
1 N—-2 N-1
:N—2 N—1 N _ 1
1 N

et ainsi de suite: P(Y; = u,) = % pourtout 1 <i<n,1<j<N,dou

E[Y;] = 1 and V[Y;] = o2 pour tout i. Ainsi, 3 I'exemple précédent,
L4

B[Y)] = B[Ya = E[Ya] = =2 et V[Vi] = V[Va] = V[Va] = 02 = g

Mais les {Y;} ne sont pas indépendants les uns des autres puisque (e.g.)

2
_ _ 2
EY]=p=2 mais V[V]=V [Yﬁ?”ﬂ =y ‘; - 7é - %

P. Boily (uOttawa) 23
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C'est dans la variance que |'on observe une différence.

La covariance entre deux variables aléatoires (discretes) X, X5 est une
mesure de la force d’association entre X; et X5.

Si E[X;] = p; et V[X;] = 02 < o0, alors
Cov[ X1, Xo] = E[(X1 — p11)(X2 — po)] = B[ X1 X5] — p1pe.

Si X1, X5 peuvent toutes deux prendre des valeurs dans U = {uq,...,un},
alors I'espérance conjointe est

N N

BX1X5] =) Y wjupP(Xy = uj, Xo = uy).
1=1 k=1

P. Boily (uOttawa) 24
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Dans le cas ou X; =Y, et X5 =Y, (avec I'interprétation donnée en p. 22),
pour 1 <1 # £ < n, nous obtenons

PYi=u;, Y, =up) = P(Y; = uj) P(Yy = up | Vi = uy)

Loyt si#h
0

sij =k
Mais E|Y;] = E[Y,] = p, d'ou
( 1 N N
N<N_1>[ZZujuk— Zu?n}—u?, si 1 F£/
COV(Y;HY%) — < J=1k=1 m=1

double décompte

2 re .
|07, si i ={ (par convention)

P. Boily (uOttawa) 25
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On se sert des propriétés > ug = Np et > ug = N(p?+0?) afin de
simplifier |'expression quand 7 # £:

1 Sl 2
COV(Y;-,Yg):N(N_l){ZZu uk—Zu l)u}

j=1 k=1
1 = 2 2
:N(N—l){N'u;uj No? — Nu? — N?u —I—N,u}
1 o2
:N(N—l)[NM Np—No _N2u2}__N—1

P. Boily (uOttawa) 26
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En utilisant les formules en p. 38 (chapitre 1), on obtient alors

_ Yi+--+Y,] 1 1
E[Y]:E[ 1+ }:—E[Y1+--.+Yn]:—(E[Y1]+---E[Yn])
n n n
1
=—(p+-+p)=p, et
n\ -~ _J/
n fois
_ Y; +Y, 1 = —
V[Y]zv[ 1+n }——V[Yl +Ya] = Cov (Y, Yy)
1=1 /=1

nQ{ZO’ +QZ Z Cov/( Y;,Yg} —%[na —n(n—l)NajJ

1=1 f=1+1
_02 ! n—1 _02(N—n)
n N—-—1) n\N-=-1/

P. Boily (uOttawa) 27
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7

Retournons a notre exemple: nous avons N =4, n =3, u = 2, et 02 = 5

Selon les expressions développées plus haut, nous obtenons effectivement

EY] =2 e VY] = L2 (4_3) _

3 \4-1 18

La composante %:717’ est le facteur de correction en population finie

(FCPF); sa présence s'explique puisque la population n'est pas infinie.

Comme I'EAS est construit sans remplacer les unités dans la population
finie, la présence d'une unité dans I'EAS affecte la probabilité qu'une autre
unité s'y retrouve aussi — les v.a. Y, ne sont pas indépendantes.

n

Lorsque N est “large” et que le rapport x est “petit”, le FCPF ~ 1

et la situation s'apparente a un échantillonnage avec remise.
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Résumé — EAS — moyenne: (par abus de notation, on écrit y;, 7, E(y),
V (%), etc.)

= échantillon: YV ={y1,...,yn} CU ={u1,...,un}

= moyenne et variance de U: u, o*
= moyenne empirique: Y = %(yl + -+ Yn)

= estimateur sans biais: E(y) =

= yariance d’échantillonnage: V@) — %(N_n)

erreur d'estimation: SD(y) = \/“—2(N_")

P. Boily (uOttawa) 29
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2.3 — Estimation et intervalles de confiance
L'estimateur 7 est sans biais d’échantillonnage sous un EAS. Dans ce
scénario, quelle interprétation donner a la variabilité d'échantillonnage V (3)?

Elle donne une idée de la distance typique entre la moyenne empirique y
et la moyenne de la population ©

L'erreur quadratique moyenne de 7 sous un EAS est

EQM(7) = V(@) + (E(@) — p)* = V(@) + 0 = V(7),

c'est-a-dire que I'erreur d’estimation est entierement dominée par V(7).

P. Boily (uOttawa) 30
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Lorsque I'on échantillonne avec remise (—EAS), les observations y1, ..., y,
sont considérées étre indépendantes.

Si de plus elles sont distribuées identiquement de sorte a ce que E(y;) = u
et V(y;) = 02 pour 1 < i < n, alors

Lorsque n — 00, ¥ ~ omroc /N (11, 02 /n), selon le TLC, d’ou

Yy—p Y-
Z — A~/ —\ ™ approx. N 07 1).
D) = o 0

Soient a € (0,1) et z, > 0 le (1 — a)® quantile d'une variable aléatoire Z
suivant la loi normale standard N (0, 1).
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Selon I'interprétention fréquentiste de la probabilité, on peut s'attendre a
ce que /\/_ se retrouve dans (—zq/2, 24/2) environ 100(1 — «)% du temps

lorsque |'on répéte cette procédure:

0 0
P<_Za/2 < Z< Zoz/2) =P (_ZQ/ZW SY—p =< Zoz/2%> ~1l—-a

—Zo/2 Zol2
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La quantité
o

B, = Za/ZE — Za/2SD(g)
est une marge d’erreur sur l'estimation.
On peut alors construire un intervalle de confiance de u
o
vn

Mais nous ne faisons pas affaire a des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées dans un scénario EAS.

1IC(1;100(1 — @)%) 1 y £ Bo =y £ 242

De quelle facon doit on modifier cet argument lorsque les observations
proviennent d'une population finie et qu'elles sont échantillonnées sans
remise (i.e. elles ne sont pas indépendantes)?
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Nous allons illustrer les principes fondamentaux de la théorie de
I"’échantillonnage a I'aide de |'ensemble de données gapminder.csv, comme
on I'a fait au début de ce chapitre.

En plus de la durée de vie moyenne, on s'intéressera aussi au produit
national brut et a la population mondiale (en 2011), en particulier a la

= population totale de la planéte,
= population moyenne par pays, et

= proportion des pays dont la population est inférieure a 10M.

\

La population de 185 pays est disponible — elle varie de 56,641 a
1,348,174,478, avec une valeur moyenne de u = 37,080, 426.
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100-

I ——
00T T

1 1
Oe+00 Se+08 1e+09
population

La distribution de la population par pays est asymétrique, avec une queue
qui s’étale vers la droite, et deux observations aberrantes (Chine et Inde).
On retrirera parfois ces observations de I'ensemble de données.
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# preparation de 1l’ensemble de donnees
> gapminder.EAS <- gapminder %>%

filter(year==2011) %>%

select(population) %>% filter(population < 1000000000)
> summary (gapminder.EAS)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
56441 2061342 7355231 23301958 22242334 312390368

> nrow(gapminder.EAS)

[1] 183

> ggplot(data=gapminder.EAS, aes(population)) + geom_rug() +
geom_histogram(col="black", fill="blue", alpha=.2)
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80-

60 -

40-

20-

1 [ I I I I I 1 — — —

LT N I T I [ | L
0e+00 1e+08 Ze+08 3e+08
population

La distribution associée a la méme forme, mais les 183 populations sont
inférieures a 312, 390, 368, avec une moyenne de i = 23, 301, 958.
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2.3.1 — Estimation de la moyenne u

Dans un EAS, nous avons démontré que la moyenne empirique ¥y calculée
a partir d'un échantillon de taille n est un estimateur sans biais de la

moyenne 1 d'une population de taille N et de variance o2,

Nous avons également montré que la variance d’échantillonnage de

|'estimateur ¥y est

o? N—n)

Vi) = n(N—l

Quelle distribution peut-on s'attendre a ce que ¥ suive?

Retournons a |'exemple de la population mondiale.
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On produit 500 échantillons de 20 pays choisis selon un EAS a méme la
liste des 183 pays. Pour chaque échantillon 1 <7 < 500, on calcule ensuite
la moyenne empirique ¥y, — leur distribution prend la forme suivante.

40-

20-

10-

N I )
O O UL Cr o L0 OGO LR T O A I T
1e+07 2e+07 3e+07 4e+07 Be+07
moyennes
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# 500 echantillons de taille 20
> set.seed(12) # replicabilite
> N=dim(gapminder.EAS) [1]

> n=20

> m=500

# moyennes empiriques

> moyennes <- c()

> for(k in 1:m){
moyennes [k] <- mean(gapminder.EAS[sample(1:N,n, replace=FALSE),])

+

> summary (moyennes)

# histogramme des moyennes empiriques
> ggplot(data=data.frame(moyennes), aes(moyennes)) + geom_rug() +
geom_histogram(col="black", £ill="blue", alpha=.2)
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Quoique la distribution des moyennes empiriques 7%, est toujours
asymétriques avec une queue s’étalant vers la droite, la courbe de
densité s'apparente tout de méme a celle d'une loi normale.

Théoreme de la limite centrée — EAS

Soient U = {ui,...,un} une population finie de moyenne u et de
variance 02, et ) = {y1,...,Yn} C U un échantillon aléatoire simple. Si
n et N — n sont suffisamment élevés, alors

2

7 e N E@ V@) = (02 (F)):

Dans un EAS, la marge d’erreur sur I’estimation et I'l.C. a 95% sont

o2 /N —n
— y—ul < ~
B, 2\/n(N_1) et P(lg—u| < By) ~ P (

y—p
SD(y)

< 2) ~ 0.9544.
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En pratique, la variance de la population o2 est rarement connue. On
|"approxime alors souvent a I'aide de la variance empirique

n

1 1 &
2 — '—_2:— 2_ 772 Lo
st=——> (-7 =— 1[;3; ny } {yi} iid

1=1

Mais s? est un estimateur biaisé de o2 dans un scénario ot I'EAS provient
d'une population finie. En effet,

B(s?) = |3 > (5~ 9)°

|
=
—
[+
s
|
=
Y}
|
=
<
|
=
——
I —
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:nil[iE[(yi—u)Q]—nE[(y w)’] } [ZU —n V(@ }
T i G e 1Lt

o ‘nN—n—NJrn} 02 N(n-1) N

n—1l N—-1 “h-1 N-—-1 N-17"

| 'estimateur non-biaisé de o2 dans le contexte EAS est ainsi

' E
N s$° puisque [

N = E(s%) = : o =o”.

N-1,] N-1 N-1 N .,
> N N N-1
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On approxime alors la variance d’échantillonnage en substituant o2 par
N=152 dans V(3):

N
~ N—-1 s2/N—n s2 /N —n 52 n
Uy) = . —= = — 1——).
Vo) =~y n(N>4> n( N‘) n( N

La marge d’erreur sur I'estimation est approchée par

. [~ 2 n

s? n
IC(14: 0.95) - —iQV—(L——)
(1:0.95) : - N
forme un intervalle de confiance de 1 a environ 95%.
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Si la variance o“ est connue, le FCPF est ]]\Vf:?; si la variance o“ est

inconnue le FCPF est 1 — <. En pratique, lorsque le taux d’échantillon-
nage & est inférieur a 5%, on peut laisser tomber le FCPF (1 — & ~ 1).

2 2

Exemple:

Considérons un échantillon )V de taille n = 132 prélevé 3 méme une
population finie U de taille N = 37,444. Supposons que la moyenne
et I'écart-type empirique de I'échantillon soient 7 = 111.3 et s = 16.35,
respectivement. Donner un |.C. de la moyenne 1 de U/ a environ 95%.

Solution: La marge d'erreur sur |'estimation est approchée par

16. 352 132
B, =21/V( —2\/ —) ~ 2.8 — 1C(1:0.95) ~ 111.34+2.8:
132 37444 8 (10.95) 2.8

et c'est sensiblement la méme chose sans le FCPF.
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Exemple:
Donner un intervalle de confiance a 95% de la pop. moyenne par pays en
2011 (en excluant I'Inde et la Chine), en utilisant un EAS de taille n = 20.

Solution: On doit tout d'abord calculer 7, s2 (les résultats varient d'un
échantillon a I'autre).

# IC 95% de mu, n=20
> set.seed(12) # replicabilite

> N = dim(gapminder.EAS) [1]

>n = 20

> (mu = mean(gapminder.EAS[,]))

> sigma.2= mean((gapminder.EAS[,] - mean(gapminder.EAS[,]))"2)

[1] 23301958
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La moyenne empirique de |'échantillon est:

# echantillon
> EAS = gapminder.EAS[sample(1:N,n, replace=FALSE), ]
> (y.barre = mean(EAS))

[1] 25085501

Si on connait la variance, on calcule B et I'l.C. de 1 a I'aide de la formule:

# variance connue
> B.sigma = 2*sqrt(sigma.2/n*x(N-n)/(N-1))
> (I.C.sigma = c(y.barre-B.sigma,y.barre+B.sigma))

[1] 6759624 43411378
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Si on ne connait pas la variance, on calcule B et I'l.C. de 1 a l'aide de
I"autre formule:

# variance inconnue

> 5.2 = var (EAS)

> borne.erreur.s = 2*sqrt(s.2/n*(1-n/N))

> (I.C.s = c(y.barre-borne.erreur.s,y.barret+borne.erreur.s))

[1] 6755099 48038164

Dans les deux cas, la moyenne actuelle u = 23,301, 958 est contenue dans
I'intervalle de confiance.

On remarque de plus que I'l.C. a 95% quand la variance o2 est connue est
contenu dans I'l.C. 3 95% quand la variance ne |'est pas; est-ce toujours le
cas’
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Mais il se pourrait que I'l.C. a 95% construit a partir d'un échantillon ne
contienne pas la moyenne p. En répétant la procédure 1000 fois...

# variance inconnue
>m = 1000
> mu.dans.I.C.s = c()
> for(j in 1:m){
test = gapminder.EAS[sample(1:N,n, replace=FALSE),]
s.2 = var(test)
borne.erreur.s = 2*sqrt(s.2/nx(1-n/N))
mu.dans.I.C.s[j] = mean(test)-borne.erreur.s < mu & mu <
mean(test)+borne.erreur.s

}

> mean(mu.dans.I.C.s)

[1] 0.802
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Ce n'est pas le =~ 95% auquel on s'attendait; mais si on passe a des EAS
de taille n = 50, 70,90 la proportion se rapproche de 95%.

La longue queue de la distribution de la population pour les N = 183
unités y est sans doute pour quelque chose — la distribution des i pour
m = 1000 échantillons de taille n = 20 s'éloigne d'une loi normale.

=]
[#3]

e L L NI T DT T R R I l
2e+07 4e+07 Ge+07

y.barre
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Exemple:

Donner un intervalle de confiance a 95% de |'espérance de vie moyenne par
pays en 2011 (en incluant I'Inde et la Chine), en utilisant un EAS de taille
n = 20.

Solution: On peut ré-utiliser le méme code, en modifiant simplement
|'ensemble de départ:

> gapminder.EAS <- gapminder %>%
filter (year==2011) %>%
select (life_expectancy)

On obtient alors la moyenne u = 71.18 et la variance 02 = 68.74. Notre
échantillon de taille n = 20 a une moyenne empirique de ¥ = 71.66 (les
résultats peuvent changer d'un échantillon a I'autre).
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Si la variance est connue on calcule B, et I'l.C. de ;1 a I'aide des formules
et on obtient:

IC(1;0.95) : 5+ B, = (68.15,75.18).

Si la variance n'est pas connue, on obtient plutot
IC(14;0.95) : 7+ B, = (69.02,74.31).

Dans les deux cas, la moyenne actuelle 11 est contenue dans l'intervalle de
confiance.

En répétant la procédure a 1000 reprises, on voit que i se retrouve dans
I'intervalle de confiance environ 92.5% du temps (ce n'est pas tout-a-fait
95%, mais c'est beaucoup mieux qu'a I'exemple précédent).
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i
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y.barre
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Résumé — EAS — moyenne: (continuation)

= échantillon: Y ={vy1,...,yn}t CU ={uy,...,un}

= quantités: u, o2, 7, s

) ) . . 2 _
= borne sur I'erreur d’estimation (o2 connue): B, = 2\/%(%—?)

= intervalle de confiance de 3 95% (0® connue): 1C(1;0.95) =3y + B,

= borne sur I'erreur d’estimation (¢ inconnue): Eﬂ = 2\/5—2(1 — %)

= intervalle de confiance de 11 3 95% (o2 inconnue): 1C(u;0.95) =75 + B,
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2.3.2 — Estimation du total 7

Le gros du travail a déja été effectué: puisque le total 7 se ré-écrit

N
T:Zuj = Nu,
j=1

on peut estimer le total a I'aide d'un EAS en utilisant la formule

C'est un estimateur non-biaisé du total puisque son espérance est

E(#) = E(Ng) = N -E(y) = Nu = 1.
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Sa variance d’échantillonnage s'exprime par

V(5) = V(vg) = N2 V() = N2 T (N2,

d'ou la marge d’erreur sur I'estimation est

2/N —n
— =) — 2-0- — .
BT_Q\/V(T)_Q\/N . (N—l) N-B,.

Puisqu’'en général la variance o2 de la population finie I/ est inconnue, on

I'approxime en substituant ¢ par la variance empirique s? calculée 3 méme
N-1

I"échantillon, que I'on multiplie par le facteur de correction =%—.

Rappel: s? est un estimateur biasé de o

d'une population finie 1.

2 pour un EAS ) provenant
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L'approximation de la variance d’échantillonnage est alors

V(5 = V(g = N2 (1= 1),

d'ou I'approximation de la marge d’erreur sur I’estimation est

A N g2 n A
Bﬂst:%HMﬂ:2¢N1Z(L—N):AFBW

et l'intervalle de confiance approximatif de 7 a 95% est

g2

IC(7;0.95) - %iz¢N2—(r—%)

n
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Exemple:

Considérons un échantillon )V de taille n = 132 prélevé 3 méme une
population finie U de taille N = 37,444. Supposons que la moyenne
et I'écart-type empirique de I'échantillon soient 3 = 111.3 et s = 16.35,
respectivement. Donner un |.C. du total 7 de ¢/ a environ 95%.

Solution: La marge d'erreur sur |'estimation est approchée par

i : 16.352 132
B, = 2\/N2 V(7)) = 2\/ 4442 . (1 ~ —) ~ 106, 383.9643,
V) 3 132 37444

ce qui implique que
1C(7;0.95) ~ 37,444 - 111.3 £+ 106, 383.9643 = 4,167,517.2 + 106, 384.0,

ou (4,061,133.2;4,273,901.2).
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Exemple:
Donner un intervalle de confiance a 95% de la population de la planéte
excluant la Chine et I'Inde, en utilisant un EAS de taille n = 20.

Solution: on peut se servir de |'échantillon obtenu au préalable, pour
lequel nous avons:

y=27,396,632 et 1C(u;0.95): (6,755,099;48,038,164).

A

Alors B,, ~ 48,038,164 — 27,396,632 = 20, 641, 532 et
B, ~ NB, =183 - 20,641,532 = 3,777,400, 356,
d’ott IC(7;0.95) : N§ + B, = 183(27, 396, 632) + 3, 777, 400, 356, ou

1IC(7;0.95) :  (1,236,183,300;8,790,984,012)... c'est vrai, mais...
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2.3.3 — Estimation d’une proportion p

Dans une population ou u; € {0,1} représente une réponse binaire pour
tout 1 < j < N (par exemple, u; = 1 quand |'unité correspondante
possede une certaine caractéristique), la moyenne prend une interprétation

particuliére:
|
P=r=5 Z uj
g=1
est la proportion des unités possedant la caractéristique en question.

On peut estimer cette proportion a I'aide d'un EAS en utilisant la formule

___1g
szzﬁzyz‘ yi € {0,1}.
i=1

P. Boily (uOttawa) 61



MAT 3777 - Echantillonnage et sondages Chapitre 2 - Echantillonnage aléatoire simple

C'est un estimateur non-biaisé de la proportion puisque son espérance est
E(p) =E®y) =n=p.

Sa variance d’échantillonnage s'exprime par

2

Vi) = V) = (5 ).

Mais U? = U lorsque la réponse U est binaire, et ainsi

0? = E[U? — E*[U] = E[U] — E*[U] = p — p* = p(1 — p),

o2 D ()
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La marge d’erreur sur I'estimation est

B2 -2y L2 (%)

Quand la variance o de la population finie I/ est inconnue (c-a-d que p est
inconnue), |'approximation de la variance d’échantillonnage est alors

2

V) = V@) = —(1-5)-

Lorsque la réponse y; est binaire, alors y? = y; pour tout 1 <7 < n et

82:

Y

n — ) A A9 A A

_ ny — ny np-—p np(l —p

(Z%‘Q_”CUZ): _ ( ): ( )
=1

1
n—1 n—1 n—1 n—1
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d’ou

V6= G (- %) == (- )

L'approximation de la marge d’erreur sur I'estimation est

szép:2\/%:2\/ﬁ$__f)<1—%),

et l'intervalle de confiance approximatif de p a 95% est

IC(p;0.95): p+ 2\/]5(1 — D) (1 _ ﬁ).

n—1 N

P. Boily (uOttawa) 64



MAT 3777 - Echantillonnage et sondages Chapitre 2 - Echantillonnage aléatoire simple

Exemple:

Considérons un échantillon )V de taille n = 132 prélevé 3 méme une
population finie U/ de taille N = 37,444. Supposons que 25 des observations
de ) posseédent une caractéristique particuliere. Donner un [.C. de la
proportion p des observations de {4 qui possédent la caractéristique, a
environ 95%.

Solution: lIci, p = 25/132 ~ 0.19. La marge d’erreur sur |'estimation
est approchée par

0.19(1 — 0.19) 132
B, =2y/V(p) = 2 (1——)%. 4,
\/ 132 — 1 37444) ~ V008

ce qui implique que

IC(p; 0.95) &~ 0.19 + 0.0684 = (0.121, 0.258).
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Exemple:
Donner un intervalle de confiance a 95% de la proportion des pays dont la
population se retrouve sous le seuil de 10M a I'aide d'un EAS, n = 20.

Solution: On doit tout d'abord calculer p (les résultats varient d'un
échantillon a I'autre).

# ensemble de donnees

\Y4

gapminder.EAS <- gapminder %>%
filter (year==2011) %>% select(population)

IC 95% de p, n=20

set.seed(1234) # replicabilite (mac)
N=dim(gapminder.EAS) [1]

n=20

vV V V #H
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La proportion réelle parmis les N = 185 pays est:

# creer une variable binaire
> seuil.10 <- gapminder.EAS < 10000000
> (p = mean(seuil.10))

[1] 0.5675676

La proportion dans |'échantillon de taille n = 20 est:

# echantillon de taille n
> EAS = seuil.10[sample(1:N,n, replace=FALSE)]
> (p.hat = mean(EAS))

[1] 0.65
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Si on suppose que la variance est inconnue, la borne B, sur |'erreur
d'estimation et l'intervalle de confiance 1C(p;0.95) sont données par les
formules suivantes:

# variance inconnue
> B.p = 2xsqrt(p.hat*(1-p.hat)/(n-1)*(1-n/N))
> (I.C.sigma = c(p.hat-B.p,p.hat+B.p))

[1] 0.4433193 0.8566807

La proportion rélle p =~ 0.568 se retrouve effectivement dans |'intervalle de
confiance.

On répete la procédure a 1000 reprises; la proportion réelle se retrouve
dans l'intervalle de confiance obtenu...
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> m=1000

> p.dans.I.C.s = c(Q)

> p.hat = cQ

> for(j in 1:m){
p.hat[j] = mean(seuil.10[sample(1:N,n, replace=FALSE)])
B.p = 2*sqrt(p.hat[jl1*(1-p.hat[j]1)/(n-1)*(1-n/N))
p.dans.I.C.s[j] = p.hat[j]-B.p < p & p < p.hat[j]+B.p

+

> mean(p.dans.I.C.s)

> ggplot(data=data.frame(p.hat), aes(p.hat)) +
geom_histogram(bins=21, col="black", fill="blue", alpha=.2) +
x1im(0,1)

[1] 0.934
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2.4 — Taille de I'échantillon

Lorsque I'on préleve un échantillon ) de taille n avec remise (—EAS) de U,
I'erreur que I'on commet en estimant la moyenne 1 a I'aide de la moyenne
empirique X est en général bornée par

Ba — 2:04/2i

NG

a un niveau de confiance de 100(1 — a)%.

o
Zza/zﬁ

— g _ — o

X_Za/zﬁ X X+Za/2\/_
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A un niveau de confiance de 95%, on utilise souvent By gs ~ B = 2—\/%

Afin de controler I'erreur, il faut controler la taille de I’échantillon:

20 20 2 42

Exemple: On préleve un échantillon avec remise d'une population dont
la variance est 02 = 100. Quelle est la taille d'échantillon requise afin de
s'assurer que la marge d’erreur de la moyenne, a un niveau de confiance
d'environ 95%, soit inférieure a 1.27

Solution: Il suffit d'utiliser

4(100)
T~ 27778 ~ 278,
" 12y
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Mais ce n'est pas de cette maniere que cela se déroule dans un sondage.
En premier lieu, il y a un probleme pratique lié a I'échantillonnage.
Puisque le colit associé a chaque réponse peut s'avérer dispendieux (en
termes de temps/finances), on cherche souvent a minimiser la taille de

I'échantillon réalisé ) étant donnée une marge d’erreur visée.

En second lieu, la marge d'erreur (visée) dans un EAS s’exprime selon

Be =2\/V(E), &€ {u7p}

Mais ces variances dépendent toutes de la taille n de I'échantillon ).

On cherche ainsi a exprimer n en termes des paramétres N, o2, et Be.
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2.4.1 — Moyenne u

Lorsque I'on cherche a estimer i, nous obtenons

B :2\/02(]\7—77,)(:)3_2:02(]\[—71)
H n \N —1 4 n \N —1
=D,
(N-1)D, N-n N
— = =—-1
o2 n n
(N-1)D,+0%> N
— =
o2 n
< NJQ
——
" (N —-1)D, + o2
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Evidemment, on ne peut utiliser cette formule que si I'on connait la
variance o2 de la population U 3 I'étude.

Il vous vient peut-étre |'idée d'utiliser la variance empirique s? de
I"échantillon )} comme nous l'avons fait pour estimer la variance
d'échantillonnage, mais ... nous n'avons justement pas encore prélevé

un échantillon ) de la population /.

Stratagémes (pour obtenir o2):

= prélever un échantillon préliminaire (pas nécessairement aléatoire?),
= utiliser la variance empirique d'un sondage préalable, ou

= pour une proportion, utiliser un estimé conservateur (p = 0.5).
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Exemple:
Considérons une population finie U de taille N = 37,444. Supposons que
I'on cherche a estimer la moyenne 1 de la variable réponse de U/. Dans un

EAS préliminaire de taille n = 132, on calcule un écart-type (empirique) de
s = 16.35.

En utilisant 0 = s, déterminer la taille requise n, d'un échantillon Y
permettant d'estimer la moyenne de la réponse avec une marge d'erreur
(visée) d'au plus B, = 1.7.

Solution: |l suffit d’utiliser les formules:

37444(16.35)2
(37444 — 1)(0.73) + 16.352

~ 073 = n, = = 366.39 ~ 367.
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2.4.2 — Total 7

Lorsque I'on cherche a estimer 7, nous obtenons

2 2
BT:Q\/NQ-(ﬂ(N_n)(:)BT O(N—n)

n \N — 1 AN2  n \N—1
—D-
(N-1)D. N-n N
= 5 — = — -1
o) n n
(N-1)D,+02 N
= > = —
0) n
Nog?
< N, =
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Exemple:
Considérons une population finie U de taille N = 37,444. Supposons que
I'on cherche a estimer le total 7 de la variable réponse de /. Dans un
EAS préliminaire de taille n = 132, on calcule un écart-type (empirique) de
s = 16.35.

En utilisant ¢ = s, déterminer la taille requise n, d'un échantillon )
permettant d'estimer le total de la réponse avec une marge d’erreur (visée)
d'au plus B, = 10000.

Solution: |l suffit d’utiliser les formules:

~ (10000)?
T 4(37444)2

37444(16.35)?
(37444 — 1)(0.018) + 16.352

~ 0.018 = n, = ~ 10706.
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2.4.3 — Proportion p

Lorsque I'on cherche a estimer p, nous obtenons

I%ZQ¢M1—M(N—H)¢:¢§§:Ml—M(N—n>

n \N—-1 1 n \N-—1

:Dp
(N-1)Dy _N-n_N
p(1—p) n n

_ WN-1)Dy+p(l—p) N

p(1—p) n
Np(1 —

0, — p(1 —p)

(N —=1)D, +p(1 —p)
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Exemple:

Considérons une population finie 4 de taille N = 37,444. Supposons
que l'on cherche a estimer la proportion p des unités qui possedent une
caractéristique particuliere. Dans un EAS préliminaire de taille n = 132, on
identifie 25 observations possédant la caractéristique.

En utilisant I'approximation ¢? = 12352 : %gg provenant de [|'échantillon
préliminaire, déterminer la taille requise n, d'un échantillon )V permettant
d'estimer la proportion de |la réponse possédant la caractéristique avec une
marge d’erreur (visée) d'au plus B, = 0.03.

Solution: |l suffit d'utiliser les formules:

0.03)2
Dp:( ) ~ 0.0002 = n, =

444(0.189)(0.811
4 37444(0.189)(0.811) .

(37444 — 1)(0.0002) + (0.189)(0.811)
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Exemple:
Considérons une situation semblable a celle de I'exemple précédent.

En utilisant I'approximation 2 = (0.5)%, déterminer la taille requise n,, d'un
échantillon ) permettant d'estimer la proportion de la réponse possédant
la caractéristique avec une marge d’erreur (visée) d'au plus B, = 0.03.

Solution: |l suffit d’utiliser les formules:

(0.03)? 37444(0.5)(0.5)

D, = ~0.0002 = n), =
p P T (37444 = 1)(0.0002) + (0.5)(0.5)

~ 1080.
4
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