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6.3 — Taille de I'échantillon (p.59)
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= Proportion p (p.67)
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6.1 — Motivation

Dans la pratique, la collecte des données d'échantillonnage peut demander
une quantité faramineuse de déplacements.

Il n'y a qu'a imaginer un sondage ou les résident.e.s du pays dans son

entiereté forme la population cible, et ou on mesure toute une gamme
d'indicateurs démographiques et de santé au sujet des unités:

= 3ge, taille, poids, ethnie, voisinage, etc.;

= pression sanguine, taux de cholestérol et de mercure dans le sang, indice
de masse corporelle, etc.
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Certains des renseignements peuvent étre fournie directement par les
unités (age, ethnie, etc.), mais dans plusieurs cas (indice de masse
corporelle, taux de mercure, etc.) on doit faire appel a des spécialistes de
la santé et a du matériel spécialisé.

Si toutes les unités de |'échantillon proviennent du Grand Toronto, par
exemple, il pourrait s'avérer efficace de déplacer la brochette d'experts
(avec tout I'équipement requis dans une caravane) d'un site a l'autre, en
restant 2 semaines a chaque site.

Avec une vingtaine de sites sur le territoire de la municipalité, la collecte des
données prendrait environ une année a compléter, mais le colit de |'enquéte
en serait énormément réduit: chaque soir, les enquéteur.e.s retourneraient
a la maison; le colit de déménagement du matériel serait également
minimisé grace aux petites distances a parcourir.
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Dans une étude a |'échelle nationale, ou les unités pourraient provenir
de plusieurs juridictions et locations éloignées, cette approche n'est plus
nécessairement recommendée puisqu’elle potentiellement tres dispendieuse.

On pourrait, au lieu, commencer par prélever un premier échantillon
de régions géographiques (villes, MRCs, etc.), et ensuite, sélectionner un
sous-échantillon d’unités (résident.e.s) dans chacune de ces régions.

On nomme une telle stratégie échantillonnage a plusieurs degrés (EnD,
cf. chapitre 8). Un STR est un E2D pour lequel I'échantillon du premier
niveau est un recensement et celui du second niveau est un EAS.

Lorsque |'échantillon du premier niveau provient d'un EAS et que celui
du second niveau est un recensement (toutes les unités sont choisies),
nous parlons d'échantillonnage par grappes (EPG; “cluster sampling”).
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6.2 — Estimation et intervalles de confiance

Comme c'était le cas au deuxieéme chapitre, on s'intéresse a une population

finie U/ = {uy,...,un} d'espérance u et de variance o°.

Supposons que |'on puisse recouvrir la population a |'aide de M grappes
disjointes, contenant, respectivement, Ny,..., Njs unités, c'est-a-dire que
Ni+---+ Ny = N:

gl — {u1,17°°'7u1,N1}7 T gM — {UM,17"°7UM7NM}'

et dont |I'espérance, le total, et |a variance sont, respectivement,

N; N
1 «— 1 «—
/iizﬁzui,ja Ti = Nip;, et Uf?:ﬁzu?,j—ﬂga 1 <i:< M.
’szl

( j:1
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Un échantillon par grappe (EPG) Y est un sous-ensemble de la population
cible U, obtenu en prélevant un EAS de m > 1 grappes, et en chosissant
toutes les unités dans les grappes sélectionnées:

M
Qil .- Ug@'m = {yil,la'“ 73/i1,N¢1>' . -;:\yim,la-“ ,yim,N%} g U gg :Z/{
N /=1

Ve

grappe gil grappe gim

Lorsque G;, fait partie de I'EPG ), on dénote également la moyenne, le
total, et la variance de ses observations par y; , y;,, et s?k, respectivement,
pour 1 <k <m.

Dans un plan d'échantillonnage EPG, chaque observation a la méme
probabilité d’étre choisie, mais la taille de I'échantillon peut changer
d’un EPG a l'autre (a moins que les grappes aient toutes la méme taille).
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Population Echantillon par grappes
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6.2.1 — Estimation de u; grappes de tailles identiques

Supposons que Ny = --- = Ny =n — N = Mn. La moyenne par
grappes des observations de |'échantillon )’ est un estimateur de u:

B 1 m.on 1 m 1 m_ 1 m
?JG:%I;;CUW Z%;yz’k :E;yik :E;Hik-

Ainsi, la moyenne par grappes est tout simplement la moyenne des
moyennes des grappes choisies. Cela n'a rien de surprenant puisque

1 M ] Mo 1 M 1 M
M:NZZUW:M—nzzue,j:m;W:M;W-
=1 =

=1 j=1 (=1 j=1
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On peut alors montrer que 7 est un estimateur sans biais de y:
B(Fg) = o 3 Elp) = - > 1=
Ya) = m iy ) = = K= [,

dont la variance d’échantillonnage est

_ o /M —m R 1 <
V(Te) = 25 (=), ook == (ne— )’

puisque l'on préleve les grappes a l'aide d'un EAS. En effet, 7, est la
moyenne d'un EAS de taille m:

{:uila"‘?:uim} C {:ula-"a:uM}-
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Théoreme de la limite centrée — EPG
Si m et M — m sont suffisamment élevés, alors

T o N (B0 V) = (10 22 (3) ).

Dans un EPG, la marge d’erreur sur I’estimation est ainsi

M
Biie =2v/V(yg) =2 0G<M T)

et 'intervalle de confiance de 1 a environ 95% est

1ICq(1;0.95) 1 Yo £ B,
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. L] 2
En pratique, la variance des moyennes de grappes o est rarement
connue — on utilise alors la variance empirique (et le facteur de correction
correspondant):

m

—— D (Wi, —Ua)"
k=1

2
. 1
T6) = L (1- ™), ob = —

La marge d’erreur sur I'estimation est approchée par

A ~ 52 m
By, = Buc =2/ V({¥g) = 2\/%(1 — M))
A _ 52 m
— 1Cq(1;0.95) 1 Yo £ B =Yg +2 i(l - M>
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Exemple: Considérons une population finie ¢ de taille N = 37,444,
répartie en M = 44 grappes Gy, chacune de taille n = 851. On préléve un
EAS de grappes, de taille m = 6. Si les moyennes de ces grappes sont:

7, = 120.7, Gy = 75.2, s = 116.3, 7, = 111.1, s = 116.9, Ty = 96.6,
donner un I.C. de la moyenne u de U a environ 95%.

A

Solution: La marge d'erreur pour p est =~ B,.cc = 21/ V(7); on note que

— 6 — 6 — — 69089.6—6(106.1 2
Ua=c2 1 U 2 106.1, sz =35>0 1 (Up — Ya)? = 000017 ~ 300.8,

d’ou I'on obtient 1Cq(p;0.95) ~ 106.1 + 2\/%(1 — 1) = (93.0,119.3).
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6.2.2 — Estimation de u; grappes de tailles différentes

En pratique, les grappes sont souvent toutes de tailles (a priori) différentes.

Dans ce cas, on peut ré-écrire

M Ny M
E E :W,j E TV
Ce=lj=1 =

ILL_

M M ’
> N, >N
/=1 /=1

ou 7, représente la somme des uy ; pour les unités de Gy, 1 < £ < M.
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Si I'on préleve toujours m des M grappes a |'aide d'un EAS, la forme de p
suggere |'utilisation de |'estimateur suivant:

m Nik: m
Z Z Yir,j Z Yiy
k=1

_ k=1j=1

gG - m — )
Z N;, Z Ni,
k=1 k=1

ou |'on utilise la notation de la section précédente.

Si la taille moyenne des grappes est dénotée par N = % cela n'est
pas sans rappeller la situation qui méne a I'estimation par le quotient.
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En effectuant la correspondance (Y, i, N, 7o, Ny) e~ (1, R, ix, Y, X;),
on peut donc conclure que y. est un estimateur biasé de p, dont la
variance d’échantillonnage est approximativement

M
1 1 /M—my 1
V(T A — . ( ) Ny )

£:1 =Ng(w u)

Par conséquent, la marge d’erreur sur I'estimation est donnée par

M
1 1 /M—my 1
Buc=2VV{@e) ~ 2, | —5 — ( ) 70 — (1Np)2
22 \N2 m —1 e_zl

(si Ny = --- = Nj; = n, ces formules sont celles de la section précédente),
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En pratique, nous n’'avons souvent acces qu'aux grappes échantillonnées —
on utilise alors la variance empirique:

" 1 1 m 1 «— B
V({Ue) = — E(l - M) 1 Z(yzk - yGNik)Z
N k=1
1 1 m
:__1__) 2 222 o - ol
e m( Vi (sy + sNVG YaPSNSy ), ou
A= S ) =S, W)
’ m_lk—l " - m_lk—l " |
— moy. =

>

I
NE
<
SI
=
=

|
NE
<
S

N
(]
5
=
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Puisqu'en pratique, il n'est pas toujours possible de déterminer la taille
moyenne N des grappes dans la population U/, on utilise souvent
I"approximation 1 de la taille moyenne des grappes dans I’échantillon ):

Ni1+"'+Nm
- .

n =

La marge d’erreur sur I’estimation est alors

R 1 1 m _ .
Bug =~ 2 -2 (1 - M) (53 + sXY& — 2Uapsnsy)

et 'intervalle de confiance de 1 a environ 95% est

ICq(1£;0.95) :  To + Buq.
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Exemple: Considérons une population finie ¢ de taille N = 37,444,
répartie en M = 44 grappes Gy. On préleve un EAS de grappes, de taille
m = 6. Si les moyennes de ces grappes sont:

k 1 2 3 4 D 6
v, | 120.7 752 116.3 111.1 1169 96.6
N | 80 176 1011 1001 843 910

donner un I.C. de la moyenne u de U a environ 95%.

A

Solution: La marge d’erreur pour p est = B,,.q = 2 V(gG); on note que

N 531073.3
T = St Nilly _ ~ 1108, 7=
SO N, 4791

6
4791
Z ~ T 17985

GDIH
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Sy Ny, 5310733

= 1
Y= 6 = 88,5122
1 6
sa = - (N, —m)? = 98,146.7
k=1
1 6
53 = - (N7, — )* = 1,465,229, 403 .4,
k=1
fo S N DW= (o706

VS (N~ )2 0 (Nigy — )2

5% + s3Te — 2Uapsnsy = 66,814, 598.95
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d'ou I'on obtient

) 11 6
V(7. = . —(1 - —) 66, 814, 598.95) ~ 15.1
We) = 79552 5\ ~ 21 )

et ICo(p;0.95) ~ 110.8 +2/15.1 = (103.1,118.6).

Exemple:

Donner un intervalle de confiance a 95% de I'espérance de vie moyenne par
pays en 2011 (en incluant I'Inde et la Chine), en utilisant un EPG de taille
m = 8, en regroupant les pays dans M = 22 grappes déterminées par les
régions géographiques.

Solution: On ré-utilise le code des sections précédentes en effectuant
certaines modifications, en particulier en ce qui a trait aux grappes
(region).
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La distribution des régions est donnée plus bas:

> gapminder.EPG <- gapminder %>% filter(year==2011) %>%
select(life_expectancy, region)

> summary (gapminder .EPG)

life_expectancy
.70
.30

Min.

1st Qu.

Median
Mean

3rd Qu.

Max.

46
:65
:73.
171,
27T
:83.

70
18
40
02

region
Australia and New Zealand: 2
Caribbean :13
Central America : 8
Central Asia : b
Eastern Africa :16
Eastern Asia : 6
Eastern Europe :10
Melanesia : 5
Micronesia : 2
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Middle Africa
Northern Africa
Northern America
Northern Europe
Polynesia

South America
South-Eastern Asia
Southern Africa
Southern Asia
Southern Europe
Western Africa
Western Asia
Western Europe

: 8

6

: 3
:10
: 3
:12
:10

5

: 8
:12
:16
:18
7

On note au passage que |'espérance de vie moyenne est © = 71.18. On
peut explorer la distribution de |'espérance de vie par grappe a l'aide du

code suivant:

P. Boily (uOttawa)
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> ggplot(data=gapminder.EPG, aes(x=life_expectancy, y=region,
fill=region)) +
geom_point(col="black", alpha=.2,pch=22) +
theme(legend.title = element_blank(), legend.position="none")

Western Eurcpe =
Western Asia - =
Western Africa - o
Southemn Europe - o
Southern Asia =
Southem Africa =
South-Eastern Asia -
South America -
Folynesia -
MNorthem Eurcpe -
Northern America =
Morthemn Africa =
Middle Africa -

region

Micronesia -

Melanesia -

Eastern Europe -

Eastern Asia -

Eastern Africa -

Central Asia=

Central America =
Caribbaan = g oo

Australia and New Zealand -
&IS SIS E:S ?.5

life_expectancy

P. Boily (uOttawa)
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On remarque une certaine variance d'une région a |'autre (Southern Africa
vs. Southern Europe, par exemple), mais il a quand méme bien du
chevauchement (c'est de bon augure).

En premier lieu, on préleve un EAS de grappes de taille m = 8:

regions = unique(gapminder.EPG[,"region"])
# Premier echantillon

set.seed(12345) # repetabilite
M=length(regions)

m=38

V V V V V V

(sample.reg = sample(1:M,m, replace=FALSE))

[1] 3 14 13 12 16 11 1 4

Ensuite, on effectue un sommaire des observations par grappe:
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> sample.ind = gapminder.EPG$region %in’, regions[sample.reg]
> gapminder .EPG.n = gapminder.EPG[sample.ind,]
> gapminder.EPG.n$region <- as.factor(gapminder.EPG.n$region)
> (sommaire = gapminder.EPG.n %>/ group_by(region) %>%
summarise(N=n(), y.barre=mean(life_expectancy),
total.y=sum(life_expectancy)))

region N y.barre total.y
Eastern Asia 6 77.8 467 .
Melanesia 5 65.5 328.
Micronesia 2 65.2 130.
Middle Africa 8 57.8 462.
Northern America 3 77.2 232.
Southern Asia 8 71.4 571

Western Asia 18 75.8 1364.
Western Europe 7 81.1 568
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On effectue aussi un sommaire de ce sommaire:

> (sommaire.final = sommaire %>%
summarise(somme.N = sum(N), moy.N = mean(N), y.barre.barre =
mean(total.y), somme.y.barre = sum(total.y)))

somme.N moy.N y.barre.barre somme.y.barre
57 T7.12 515. 4122.

On peut maintenant calculer I'estimateur par grappe:

> # estimateur par grappe
> (est.y.barre.G=sommaire.final$somme.y.barre/sommaire.final$somme.N)

[1] 72.31877
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ainsi que la variance d’'échantillonnage:

# quantites intermediaires et variance d’echantillonnage
s2.Y = var(sommaire$total.y)

rho = cor(sommaire$N,sommaire$total.y)
V.est.y.G = 1/sommaire.final$moy.N"2%1/m*(1-m/M) *
(s2.Y+s2.N*xest.y.barre.G"2-2%est.y.barre.G*rhoxsqrt(s2.N*xs2.Y))

>
>
> 82.N = var(sommaire$N)
>
>

A

La marge d’erreur est relativement élevée: B,.c = 4.636974

> B = 2*xsqrt(V.est.y.G) # marge d’erreur sur 1l’estimation
> c(est.y.barre.G - B,est.y.barre.G + B) # I.C. a 95}

[1] 67.6818 76.9558
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A fins de comparaison, nous avions obtenu 1Ceas(1; 0.95) = (69.02, 74.31).
Il est possible que le choix de |'échantillon aie un effect “néfaste” sur
I'estimation de la moyenne. Un autre essai nous donne une marge d'erreur
ayant sensiblement la méme magnitude: 5.06.

La performance de I'EPG est généralement moindre que celle de I'EAS
et/ou du STR — pas de surprise, vu la discussion du début du chapitre.

La nature des grappes peut aussi jouer un rdle (en contraste avec le
STR, I'EPG est plus efficace quand la structure des grappes est semblable

d’une grappe a l'autre), ce qui n'est pas réelement le cas ici.

Nous en re-discuterons.
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6.2.3 — Estimation du total 7

Le gros du travail a déja été effectué: puisque le total 7 se ré-écrit

N
T:Z’LLj = Ny,
j=1

on peut estimer le total a I'aide d'un EPG en utilisant la formule

Il y a deux possibilités: soit Ny = --- = Nj; = n, ou soit les grappes ne
sont pas toutes de la méme taille.
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Si Ny =---= Ny =n, c'est un estimateur sans biais de 7:

E(7g) = E(Nyg) = N -E(yg) = Np =7,

2 2
. N N2 V(L) — 2.0G(M—m)%Nzx— :Nz.s_c(l_m)

Si les grappes sont de tailles différentes, c'est un estimateur biaisé de 7, et
sa variance d’échantillonnage s'exprime par

V(ie) = V(NYg) = N? - V(7g) =~ N - V()

m
:___1__) 2 222 o o
NQ m( Vi <3Y+3NUG ?JGPSNSY)
1 m
:MQ-—(l——) 2 4 272 — W |
- i (sy + sNUa — 2YapPSNnSy)
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L'estimateur suit une loi normale approximative
76 e N (El), V(7).
tant que les quantités m, et M — m sont “suffisamment élevés ",

Dans les deux cas, la marge d’erreur sur I’estimation

BT‘G ~ BT;G = 2 \A/'(7A‘G)

et |'intervalle de confiance de 7 a environ 95%
ICq(7;0.95) . 7¢ + Br.g

prennent la forme habituelle.
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Exemple:

Considérons une population finie U4 de taille N = 37,444, répartie en
M = 44 grappes Gy, chacune de taille n = 851. On préleve un EAS de
grappes, de taille m = 6. Si les moyennes de ces grappes sont:

Yy = 120.7, y, = 75.2, y; = 116.3, y, = 111.1, 3y = 116.9, yz = 96.6,
donner un |.C. du total 7 de U/ 3 environ 95%.

Solution: Nous avons déja constaté que ICqs(p;0.95) = (93.0,119.3)
pour cet EPG avec N; = --- = Ng = 851. Par conséquent,

ICc(7:0.95) ~ 37444(93.0,119.3) = (3481307.7, 4466805.3).
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Exemple: Considérons une population finie ¢ de taille N = 37,444,
répartie en M = 44 grappes Gy. On préleve un EAS de grappes, de taille
m = 6. Si les moyennes de ces grappes sont:

k 1 2 3 4 5 6
v, | 120.7 752 116.3 111.1 1169 96.6
N | 80 176 1011 1001 843 910

donner un I.C. du total 7 de &/ a environ 95%.

Solution: Nous avons déja constaté que 1Cq(p;0.95) = (103.1,118.6)
pour cet EPG avec des grappes de tailles différentes. Conséquemment,

ICo(7;0.95) ~ 37444(103.1, 118.6) = (3860476, 4440858).

/\ Comment s’y prend-on si la taille IV de la population est inconnue?
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On remarque que

M | M
T:ZTg:M-MZTg:M?,
=1 =1

ou T représente la moyenne des totaux de grappes dans la population.
On pourrait alors utiliser |'estimateur
1 m
My =M-—3 i,
k=1

ou Yy représente la moyenne des totaux des m grappes dans I'EPG.
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Dans ce cas, on fait affaire a un EAS de taille m prélevé parmis M totaux
de grappes, c'est-a-dire que |'estimateur est non-biasé:

2 M —m
V(Mi-) = M2 V(5 :M2-0T< )
(Myr) (Yr) e
2
V(M7y.) ~ M?-V(y :MQ.S_T(l_ﬂ)
ou
1 X 1
2 _ —\2 2 _ = \2
UT—M;_l:(TE—T) et ST—m_lg_l:(yzk yr)
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|'estimateur suit une loi normale approximative

M@T Napprox N (7-7 V<MgT)) ’
tant que les quantités m, et M — m sont “suffisamment élevés”.

La marge d’erreur sur I’estimation

BT;T ~ BT;T — 2\/\A/(MyT)
et I'intervalle de confiance de 7 a environ 95%
ICp(7;0.95) : My, =+ BT;T

prennent alors la forme habituelle.
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Exemple: Considérons une population finie U de taille inconnue, répartie
en M = 44 grappes Gy. On préleve un EAS de grappes, de taille m = 6. Si
les moyennes de ces grappes sont:

k 1 2 3 4 5 6
v, | 120.7 752 116.3 111.1 1169 96.6
N | 80 176 1011 1001 843 910

donner un |.C. du total 7 de &/ a environ 95%.

Solution: Puisque la taille de la population N est inconnue, la marge

d’erreur pour T est &~ B,.p = 2\/\A/(M§T); on note alors que

6
1 531073.3
vr = > Nugy, = A~ 88512.2, My = 44(88512.2) = 38945375

k=1
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6

1 _

61 Z(Nkyk — )’ =
k=1

6
52 (Z N2 — Gy%p) = 1465229403,

k=1

| =

d'ou |I'on obtient

: 1465229403 /. 6
V(M) = (44)? - —= (1 - ﬂ) — 408310593755.73

et 1IC7(7;0.95) =~ 3894537.5 & 21/408310593755.73 = (2616554, 5172521).

|'estimateur est non-biaisé, mais l'intervalle de confiance pour 7 est
beaucoup plus large que celui donné par ICq(7;0.95) = (3860476, 4440858);
ce n'est pas surprenant puisque nous disposons de plus d'information dans
ce dernier cas (a savoir, la taille de la population N).
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Exemple:
Donner un intervalle de confiance a 95% de la population de la planéte

en 2011 (sans la Chine et I'Inde) a I'aide d'un EPG de taille m = 8, avec
M = 22 grappes déterminées par les régions géographiques.

Solution: on ré-utilise le code des sections précédentes afin de créer
les grappes. La population exacte est 7 = 4, 264, 258, 312.

> gapminder.EPG.pop <- gapminder %>% filter(year==2011) %>%
select (population, region) %>, filter(population < 500000000)
> (sum(gapminder.EPG.pop$population))

[1] 4264258312

On commence par étudier la distribution des populations par région:
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> ggplot(data=gapminder.EPG.pop, aes(x=population, y=region,

fill=population)) +

geom_point(col="black", alpha=.2,pch=22) +

theme (legend.title

element_blank(), legend.position="none")

Westermn Eurcpe -
Western Asia -
Western Africa -
Southermn Europe =
Southern Asia -
Southern Africa =
South-Eastern Asia -
South America -
Polynesia -
Northem Europe =
Mortherm America =

region

Morthemn Africa -
Middle Africa =
Micronesia -
Melanesia =
Eastern Europe -
Eastern Asia -
Eastern Africa =
Central Asia =
Central America =
Caribbean -

Australia and New Zealand -

!ll

B g oa

'
Oe+00

'
le+08

population

'
2e+08

'
3e+08
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Les statistiques essentielles se calculent comme suit:

> sommaire.pop = gapminder.EPG.pop %> group_by(region) %>%
summarise(N=n(), y.pop=mean(population), tau.pop=sum(population))

On commence avec un EAS de grappes.

set.seed(2) # replicabilite

regions = unique(gapminder.EPG.popl[,"region"])
M=length(regions) # nombre de grappes
N=nrow(gapminder.EPG.pop) # nombres d’unites
m=8 # nombre de grappes dans 1’EAS

V V V V V V

(sample.reg = sample(1:M,m, replace=FALSE))

[1] 5 15 12 4 17 18 3 13
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> sample.ind = gapminder.EPG.pop$region %inj, regions[sample.reg]
> gapminder.EPG.T = gapminder.EPG.pop[sample.ind,]
> gapminder.EPG.T$region <- as.factor(gapminder.EPG.T$region)

# statistiques de l’echantillon

> (sommaire.T = gapminder.EPG.T %>% group_by(region) %>%
summarise(N=n(), tau=sum(population)))

region
Caribbean
Eastern Africa
Melanesia
Middle Africa
Northern Europe
South America
Southern Africa
Western Africa

N y.mean
13 3116603.
16 20701533.

5 1779556.

8 16810475.
10 9998970.
12 33431890.

5 119625009.
16 19787762.

tau
40515835
331224530
8897778
134483803
99989705
401182686
59812547
316604189

P. Boily (uOttawa)
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Si on suppose connu le nombre d'unités (N = 183), l'estimateur de la
moyenne de la population par pays est:

> (y.G = sum(sommaire.T$tau)/sum(sommaire.T$N))

[1] 16384836

L'estimateur total (en excluant la Chine et I'Inde) est:

> (tau.G = Nxy.G)

[1] 2998425016

On peut maintenant calculer la marge d’erreur sur |'estimation:
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> 582.G = 1/(mn-1) *sum((sommaire.T$tau-y.Grsommaire.T$N) ~2)
> V = M"2%xs2.G/m*(1-m/M)
> (B = 2*sqrt(V))

[1] 1401206293

et |'intervalle de confiance pour 7 a environ 95%:

> c(tau.G-B,tau.G+B)

[1] 1597218723 4399631309

Si on suppose, au contraire que le nombre d'unités est inconnu, |'estimateur
de la population par grappe est:
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> (y.T = sum(sommaire.T$tau) /m)

[1] 174088884

L'estimateur total (en excluant la Chine et I'Inde) est:

> (tau.T = Mxy.T)

[1] 3829955451

On peut maintenant calculer la marge d’erreur sur |'estimation:

> s2.T = 1/(m-1)*sum((sommaire.T$tau-y.T) "2)
>V = M"2%s2.T/m*(1-m/M)
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> (B = 2*xsqrt(V))

[1] 1886818552

et I'intervalle de confiance pour 7 a environ 95%:

> c(tau.G-B,tau.G+B)

[1] 1111606464 4885243568

La valeur réelle 7 = 4,264,258,312 se retrouve effectivement dans
I'intervalle de confiance a environ 95% pour les deux approches.

A des fins de comparaison, nous avions obtenu intervalle de confiance
plus serré a I'aide d'un STR: ICs1x(7,0.95) = (3.6878,5.964B).
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6.2.4 — Estimation d’une proportion p

Dans une population ou Ay ; € {0,1} représente I'absence ou la présence
d'une caractéristique de la j—eéme unité dans la /—ieéme grappe, la moyenne

M
1 Y 2 A
P=y2 2 A=
(=1 j=1 ZNE

(=1

est la proportion des unités possedant la caractéristique en question, ou A,
représente le nombre d'unités dans la /—ieme grappe possédant la
caractéristique d'intérét.
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Si I'on préleve toujours m des M grappes a I'aide d'un EAS, la forme de p
suggere |'utilisation de |'estimateur suivant:

m i m
A k=15=1 _ k=1
pG _ m T m )

ou a;, représente le nombre d'unités dans la i —ieme grappe possédant la
caractéristique en question.

Posons N = 2. Si N est inconnu, on utilise N & 7 = =(N;, +--- + N, ).
Il y a alors deux p055|b|I|tes: soit Ny = --- = Ny = n, ou soit les grappes
ne sont pas toutes de la méme taille.
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Si Ny =--- = N = n, c'est un estimateur sans biais de p:

. ) 1 o5/ M—m 1 s m N

m — 1

M m
1 A
Z(Ag — pNg)2 et 8%3 = —— Z(CL% — pgNik)Q.
/=1 k=1

Si les grappes sont de tailles différentes, c'est un estimateur biaisé de p, et
sa variance d’échantillonnage s'exprime par

1 o4 /M—m A 52 m
V(pe) ~ 2( ), Vea)~ = E(1-1)
o)~ =5\ a1 o)~ 2\~
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|'estimateur suit une loi normale approximative
PG ~approx N (E(f)G), V(ﬁG)),
tant que les quantités m, et M — m sont “suffisamment élevés ",

Dans les deux cas, la marge d’erreur sur I’estimation

Bp.a = Bp;G =2 \/ V(ﬁG)

et I'intervalle de confiance de p a environ 95%
ICq(p;0.95) 1 pe + Bp.c

prennent la forme habituelle.
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Exemple:

Donner un intervalle de confiance a 95% de la proportion des pays dont
|'espérance de vie se retrouve au dessus du seuil des 75 ans en 2011 a l'aide
d'un EPG de taille m = 8, en regroupant les pays dans M = 22 grappes
déterminées par les régions géographiques.

Solution: on utilise le code des sections précédentes afin de créer les
grappes, et on crée une nouvelle variable indicateur pour le seuil des 75 ans
d’espérance de vie (environ 39% des pays).

> gapminder .EPG$life.75 <- ifelse(gapminder.EPG$life_expectancy>75,1,0)
> gapminder .EPG.75 <- gapminder.EPG %>/, select(life.75,region)
> (mean(gapminder.EPG.75$1ife.75)) # proportion reelle

[1] 0.3945946
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On commence par étudier la distribution des proportions par région:

> sommaire.75 = gapminder.EPG.75 %>%
group_by(region) %>%
summarise (N=n(), p.hat=mean(life.75))

> ggplot(data=sommaire.75,aes(x=p.hat, y=region, size=N, fill=p.hat)) +
geom_point (col="black", alpha=.2,pch=22) +
theme(legend.title = element_blank(), legend.position="none")

On constate que la proportion des pays ayant une espérance de vie de
plus de 75 ans connait beaucoup de variation d'une région a l'autre — cela
pourrait venir jouer un role quant a la qualité de I'estimation.
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Westemn Europe -
Western Asia -
Western Africa =
Southem Europe =
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Southemn Africa =
South-Eastern Asia -
South America =
Polynesia -
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Morthermn America =
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En premier lieu, on préleve un EAS de grappes de taille m = 8:

regions = unique(gapminder.EPG[,"region"])
set.seed(0) # replicabilite
M=length(regions)

m=38

(sample.reg = sample(1:M,m, replace=FALSE))

VvV V V V V

[1] 20 6 8 11 17 4 15 16

Ensuite, on effectue un sommaire des observations par grappe:

> sample.ind = gapminder.EPG$region %in), regions[sample.reg]
> gapminder .EPG.G = gapminder.EPG[sample.ind,]
> gapminder.EPG.G3region <- as.factor(gapminder.EPG.G$region)
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# statistiques de 1l’echantillon

> (sommaire.75.n = gapminder.EPG.G %>%
group_by(region) %>%
summarise(N=n(), p.hat=mean(life.75)))

region N p.hat
Caribbean 13 0.385
Central America 8 0.5
Eastern Africa 16 0
Eastern Asia 6 0.667
Northern America 3 0.667
Polynesia 3 0.333
Western Asia 18 0.667
Western Europe 71

P. Boily (uOttawa)
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On peut maintenant calculer I'estimateur EPG de la proportion:

> (p.G = sum(sommaire.75.n$N*sommaire.75.n$p.hat)/sum(sommaire.75.n$N))

[1] 0.472973

ainsi que la variance d'échantillonnage et la marge d'erreur (en supposant
que I'on ne connait pas la taille moyenne des grappes):

> taille.moyenne = sum(sommaire.75.n$N)/m
> 82.p.G =
1/ (m-1) *sum( (sommaire.75.n$N*sommaire.75.n$p.hat-p.G*sommaire.75.n$N) ~2)
> V = 1/taille.moyenne”2*s2.p.G/m*x(1-m/M)
> B = 2%sqrt (V)
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A

La marge d’erreur est relativement élevée: B,.c = 0.2140725

# I1.C. a environ 959
> c(p.G-B,p.G+B)

[1] 0.2589004 0.6870455

La valeur réelle p = 0.394 est effectivement a l'intérieur de |'intervalle de
confiance a environ 95%.

Nous avons supposé que la taille moyenne des grappes était inconnue;
185

qu'en est-il si on utilise la valeur connue N = oy N 8.417 Dans ce cas,

I'intervalle de confiance est encore plus large: 1Co(p;0.95) = (0.237,0.708).

A fins de comparaison, nous avions obtenu |Csrr(p; 0.95) = (0.292,0.603).
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Il est possible que le choix de |'échantillon aie un effect “néfaste” sur
|'estimation de la moyenne. Un autre essai nous donne une marge d'erreur
ayant sensiblement la méme magnitude: 0.207.

La performance de I'EPG est généralement moindre que celle de I'EAS
et/ou du STR — pas de surprise, vu la discussion du début du chapitre.

La nature des grappes peut aussi jouer un role (en contraste avec le
STR, I'EPG est plus efficace quand la structure des grappes est semblable
d’'une grappe a l'autre), ce qui n'est pas réelement le cas ici (vu le
graphique précédent).

Les observations de |'ensemble de données Gapmider ne sont tout
simplement pas adaptées a I'EPG ... tout du moins, pas si on utilise
les régions en tant que grappes.
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6.3 — Taille de I'’échantillon

Selon que les grappes sont de tailles égales ou non, les formules de variance
prennent des formes différentes; cependant, elles coincident lorsque NV; = n
pour tout 7; ce n'est que la nature du biais de I'’estimateur et |'exactitude
de sa variance d’échantillonnage qui sont affectées.

Par conséquent, nous n'étudierons que la situation ou les grappes sont
présumées €tre de tailles différentes.

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations

m

- 1
2 — 2
; T — uNp)? et sh = m— 1 k_l(yz'k —YaNiy)"
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6.3.1 — Moyenne u

Lorque |I'on cherche a estimer o a I'aide de 3, nous obtenons

2
1 o4 /M—m BZ;GN o% (M —m
Buie =24/=3" (M—l)é; i (M—l)
N m ™m
:DM
(M—-1)D, M-m_M
O'2E m m
(M —1)D,+0% M
O'QM _m
FE
Ma%
> My,G =
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Evidemment, on ne peut utiliser cette formule que si I'on connait la
variance 0% du total des grappes de la population U/ a I'étude.

On peut utiliser la variance empirique s4, d'un échantillon préliminaire,
ou celle provenant d'un sondage préalable.

Si la taille moyenne N des grappes de U est inconnue, on remplace N
par la taille moyenne empirique 7 = (N;, +---+ N;, )/m provenant de
I"échantillon préliminaire.

Finalement, il faut remarquer que cette formule nous permet de déterminer
le nombre de grappes m a prélever dans un EAS de grappes afin d'obtenir
une certaine marge d'erreur sur l'estimation; la taille de I'échantillon peut
changer d'une réalisation a l'autre.
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Exemple:

Considérons une entreprise qui souhaite obtenir un inventaire des colits pour
N = 625 articles en stock. En pratique, il pourrait étre fatiguant d'obtenir
un EAS de ces articles; cependant, les articles sont disposés sur M = 100
étageres et il est relativement facile de sélectionner un EAS d'étageres, en
traitant chaque étagere comme une grappe d'articles.

Combien d'étageres faudrait-il échantillonner afin d'estimer le valeur
moyenne de tous les articles en stock avec une marge d’erreur sur I'estimation
de B,.c = 1.258$, en supposant que 0% = 317.53%7?

2 ==2
BN (1.25)%(6.25)*

T 1 ~ 15.26. Alors

Solution: Posons D,, =

MU% 100(317.53)
o _ — 174 ~ 18.
"G = (M —1)D,+ 03 (100~ 1)(15.26) + 317.53
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6.3.2 — Total 7

Lorsque I'on cherche a estimer 7 a I'aide de Ny, nous obtenons

B — o a2 a%(M—m) Bg;g_J%(M—m)
TG m \ M — 1 AM2 — m \ M —1
:DT;G
(M -1)Dy.g M-m M
— - =———=—-1
o)
(M —1)Dy.c+0% M
o2 T m
B
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Exemple:

Considérons une entreprise qui souhaite obtenir un inventaire des colits pour
N = 625 articles en stock. En pratique, il pourrait étre fatiguant d'obtenir
un EAS de ces articles; cependant, les articles sont disposés sur M = 100
étageres et il est relativement facile de sélectionner un EAS d'étageres, en
traitant chaque étagere comme une grappe d'articles.

Combien d'étageres faudrait-il échantillonner afin d’estimer le valeur totale
de tous les articles en stock avec une marge d'erreur sur |'estimation de
B..c = 6008, en supposant que 0% ~ 317.53%7?

B2 2
R _ Pre _ (600)7
Solution: Posons D..¢ = 75 = 20002 = 9. Alors

Mo 100(317.53)
5 = = 26.3 = 27.

mr.Gg —
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Lorsque I'on cherche a estimer 7 a |'aide de My, nous obtenons

o /M —m BQ.T o /M —m
B..r =2y M?- T( )<:> Do — T( )
T m\ M — 1 4_M2 m\ M —1
(M—-1)D, M-m M
— 5 = —— 1
O'T m m
(M —1)D, + 02 M
— - L —
O'T m
M2
= M, = T

(M —1)D, + o3

Les commentaires de la page 61 sont toujours valides.
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Exemple:

Considérons une entreprise qui souhaite obtenir un inventaire des colits pour
tous les articles en stock. En pratique, il pourrait étre fatiguant d'obtenir
un EAS de ces articles; cependant, les articles sont disposés sur M = 100
étageres et il est relativement facile de sélectionner un EAS d'étageres, en
traitant chaque étagere comme une grappe d'articles.

Combien d'étageres faudrait-il échantillonner afin d’estimer le valeur totale
de tous les articles en stock avec une marge d'erreur sur |'estimation de
B..1 = 6008, en supposant que 0% ~ 682.77%7?

2
BT;T

Tz = (600)° _ 9. Alors

4(100)2

Solution: Posons D,.r =

Mo2 100(682.77)
- _ — 43.4 ~ 44.
T T M —1)Dyir + 02 (100 — 1)(9) + 682.77
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6.3.3 — Proportion p

Lorsque |I'on cherche a estimer p a I'aide de p, nous obtenons

—2
By =)y Z(A=my  Paall 0w M —my
P WQmM—l . 4 0 m\M-—-1
—pG
(M—l)D;G M—-—m M
o2 = m _m_1
P
(M —1)Dpc+op M
— o2, ~m
Mal%
@mp,g—
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6.4 — Comparaison entre EAS et EPG

Considérons un EPG ) de m grappes provenant d'une population U/ de
taille IV, répartie en M grappes. Soient 1 la moyenne et o2 la variance de
la population U.

Si les grappes sont toutes de taille n, on peut montrer (exercice) que
o°—o0 m 1 &
i)~ 2 (12 S 2
V(@ea) = (1 M>’ ol 0% = E o7,

2 Vé . =\
et o} représente la variance de la /—ieme grappe.

On peut aussi considérer ) comme s'il provenait d'un EAS de taille mn.
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Dans ce cas, nous obtenons

o2 /N —mn o mn o mn o m
o= () = (- B) = (-5 -2 (0-7)
V(yEAS) mn( N —1 ) mn( N mn Mn mn M

=
N
2

|
=
|
<
&

!

Q

Ainsi, V(Tg) > V(Jeae) i et seulement si 02 > 02, ce qui est le cas lorsque
la moyenne des variances de grappes est plus faible que la variance
dans la population (morale de I'histoire: un EPG est efficace si les grappes,
peu importe leurs tailles, sont aussi hétérogenes que la population).
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