Chapitre 6 - Echantillonnage par grappes

47. Un producteur dispose ses conserves de soupe dans des boites contenant 24 conserves, en
suivant ’ordre dans lequel elles sont produites. Le poids de I’emballage est une caractéristique
essentielle: s’il est trop faible, le producteur enfreint la loi sur les poids et mesures et s’expose
donc a des poursuites; s’il est trop élevé, le producteur encourt des frais supplémentaires
(pour la soupe additionnelle et pour les difficultés a placer les couvercles sur les conserves).
Le controle de qualité de la chaine de production consiste en un EAS de n boites; les 24
conserves de chaque boite choisie sont ensuite ouvertes et le poids de la soupe (en grammes)
dans chaque conserve est mesuré. Les données résultantes sont présentées ci-dessous, dans
I’ordre dans lequel les cartons ont été retirés de la chaine de production:

(a)
(b)

()

(d)

Boite Poids moyen E‘cart-type Boite Poids moyen Ecart-type
1 340.6 0.27 6 340.5 0.61
2 340.8 0.39 7 340.2 0.34
3 340.5 0.24 8 340.3 0.50
4 340.1 0.43 9 340.0 0.22
5 340.8 0.34 10 339.7 0.44

Déterminer un I.C. (& environ 95%) pour le poids moyen d’une conserve de soupe.

On suggere qu’une alternative a la prise d’'un EAS de boites et a 'examen de toutes
les conserves dans les boites choisies aurait été de sélectionner un EAS de conserves.
Discuter brievement des avantages et des inconvénients de cette suggestion.

A laide d’un diagramme de dispersion des poids moyens des conserves dans une boite
en fonction de 'ordre dans lequel les boites sont choisies, discuter brievement de 1’état
du controle statistique du processus de remplissage des conserves.

Si l'on utilise I'estimateur ¥, combien de boites devraient étre échantillonnées afin de
donner un estimé du poids moyen de la soupe dans toutes les conserves du cycle de
production avec une marge d’erreur sur I'estimation de 0.2g? [Il faudra d’abord dériver
une formule pour déterminer la taille de I’échantillon.]

Solution:

(a)

()

L’intervalle de confiance de p a environ 95% est

52 —10y
yGiQ\/V e) 102 G %;: 9

On peut calculer que g5 = 340.35, 52G = 0.1272, et B ~ 0.2256, d’ou l'intervalle de
confiance est 340.35 & 0.2256.

Du point de vue physique, 'approche par grappes est beaucoup plus rapide que I’approche
par échantillon aléatoire simple. Cependant, les boites de soupe peuvent avoir tendance
a étre plus homogenes au sein d’un carton que dans ’ensemble de la population (voir
le diagramme de dispersion de la partie (c¢)), de sorte que I’échantillonnage aléatoire
simple donnerait une estimation plus efficace. Mais cela ne semble pas du tout pratique,
et peut-étre méme inutile, puisque nous ne savons pas ce qu’il advient des autres boites
de soupe qui appartenaient a un carton contenant une unité sélectionnée dans un EAS.

Voici le graphique du poids moyenne en fonction de ’ordre dans lequel les boites sont
choisies.

77



3398
3396
3394
3392

339
1 2 3 4 H 6 7 8 9 10

Remarquez la nette tendance a la baisse dans la queue a la droite. Comme 1’échantillon
de cartons a été choisi au hasard, il semble bien que quelque chose ne tourne pas rond
dans la machine.

Nous ne connaissons pas le nombre de boites N; on suppose alors que % ~ 1. La
marge d’erreur sur l'estimation dans ce cas est

O’2 O'2
B=2/-¢ — n=4-5.
n " B2

Dans notre cas, nous allons utiliser sé =0.1272 et B=0.2,doun~4- % = 12.72;

13 boites devraient suffire. [ |
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48. Considerons une population répartie en M grappes, toutes de taille n. La variable d’intérét est Y.
Un EAS de m grappes est prélevé; soit 7 'estimateur EPG de la moyenne de population
wy. Pour 1 < 5 < M, posons 02 la variance de Y dans la grappe j (par rapport a la moyenne

de grappe f1;). Soient o2 la moyenne des aj et 02 la variance de Y dans la population (par
rapport a la moyenne py ). Si M est suffisamment grand, montrer que

-5

0.2_0.2

V(ye) ~

Indice: commencer par montrer que

1 M n 1 M n M
U2:mZZ(Yj,k—M)2:m ZZ k_/~‘] Z(M—N)Q
J=lk=1 j=1k=1 j=1
Démonstration: Pour tout 1 < j < M, soit p; = 1(Yj;1 + - +Yj,). On utilise 'indice:
M n M n
S Wik =2 =D Vik— i+ pj — p)’
j=1 k=1 j=1 k=1
M n
=N {Vk = 1) + 2V — 1) (15 — 1) + (15 — )}
j=1 k=1
M n M n
B 5P D LTI o) it )+
J=1k=1 j=1k=1 j=1k=
M n n M
-3 S22 { } B9
j=1k=1 k=1 j=1
M n M
=Y (Yj,k_ﬂj)2+22(ﬂj_N){Zyj,k_nﬂj}+n2(ﬂj_
j=1k=1 j= = J=1
M n
:Z (Y — Hj) +2Z {nMJ_nMJ}+”Z
7=1 k=1 -0
Ainsi
1 M n 1 M n
7= N 22 2 ik =" = ) 22 2 0k = )’ +nZ
Jj=1k=1 Jj=1k=1
1 L1 1 < 1 & 1 & — 1 &
59 91 £ DAL FIS S L S RE 9 DRI s ST,
j=1 k=1 5 J=1 j=1 J=1 J=1
:0'32_ :F

ce qui termine la démonstration. |
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49. Une entreprise souhaite donner un estimé du montant total des comptes débiteurs diis par ses
clients. Ces clients, ainsi que le montant qu’ils doivent, sont répertoriés par ordre alphabétique
dans un grand livre de 5001 pages. Chaque page comporte 40 noms différents, a I’exception
de la derniere, qui n’en comporte que 3, et qui est donc exclue de la base de sondage; par
conséquent, on considere qu’il n’y a que N = 200,000 clients. On utilise un EPG afin de
donner un estimé du montant total des comptes a recevoir, une grappe étant définie comme
une paire de pages se faisant face. Ainsi, chaque grappe contient 80 noms. Un EAS de dix
grappes a été sélectionné au hasard, et le montant moyen di (en dollars) pour les 80 clients
de chaque grappe a été déterminé. Donner des I.C. pour la moyenne et pour le montant total
du par les clients pour I’échantillon suivant, & 95% pres.

Grappe | Somme diie (moyenne) | Grappe | Somme diie (moyenne)
1 174 6 157
2 162 7 132
3 141 8 169
4 129 9 155
5 138 10 163

Solution: Nous avons: m = 10, M = 5000/2, n = 80, N = 200000. Les sommes in-
termédiaires sont

10 10
> m;=1520 et > 77 = 233314
i=1 i=1
L’estimateur 3 est alors
1 & 1520
Y= — Y U= — =152
Ya m ; Y; 10 )

1 = 1
s% = — <Z 7 — myé) = §(233314 —10(152)?) = 252.67.
1=1

La variance d’échantillonnage de ¥y est ainsi

2
N _SG< m>_252.67 10 _
_SG (1M _ 1—— ) =951
Vve) =, M 10 2500 517,

d’'ott 24/V(75) = 10.03. Les intervalles de confiance & environ 95% pour la moyenne et le
total sont ainsi:

152 + 10.03 = (141.97,162.03) et 200000(152 & 10.03) = (28.39M, 32.41M),

respectivement. [
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50. Les responsables d’un parc souhaitent connaitre le nombre total de visiteurs annuels. Un
échantillon de 5 semaines a été choisi au hasard, et le nombre de visiteurs quotidiens a été
répertorié pour chacun des jours. Les observations sont présentées dans le tableau ci-dessous.

Semaine i | Lun Mar Mer Jeu Ven Sam Dim

1 208 194 125 130 180 200 310
130 120 123 105 111 111 113
200 150 130 190 177 150 140
114 132 107 121 130 160 170
200 107 101 98 103 111 137

U s W N

Déterminer des I.C. pour le nombre moyen de visiteurs quotidiens et le nombre total de vis-
iteurs annuels, & environ 95%. Combien de quartiers devrait-on prélevé afin d’obtenir une
marge d’erreur sur 'estimation B = 5 et B = 2000, respectivement, pour la moyenne quoti-
dienne et le total annuel?

Solution: Ici, nous utilisons m = 5, n = 7, et M = 52. La somme des visites quotidi-
ennes pour les 35 journées de I’échantillon est 5088, d’ou
5088

] —— = 145.3714.

La moyenne dans chacune des grappes est
Yy = 192.4286, y, = 116.1429, y; = 162.4286, y, = 133.4286, y5 = 122.4286.

La variance empirique de ces moyennes de grappes est ainsi

5

1

2, = — > (@ — ¥g)? = 1007.159,
k=1

et la variance d’echantillonnage de 7 est

- & (1 m) _1007.159 5
M

-y _ 5 1— — | = 182.0634
V(gg) =1 . 52) 82.0634,

d’ou la marge d’erreur sur I'estimation est B = 2\/V@G) = 2V/182.0634 = 26.98617. Les
intervalles de confiance & environ 95% pour la moyenne quotidienne et le total annuel sont:

(11454 +27.0 = (118.3853,172.3576) et 7 : 7(52)(145.4 + 27.0) = (43092.23, 62738.17).

Si on cherche a approximer p avec une marge d’erreur sur ’estimation de B = 5, on utilise
o2 =1007.159 et on obtient

Mo 52(1007.159)
— = = 39.49914 = 40;
T M -DB/at o (52 —1)52/4 4 1007.159 ’

pour le total et B = 2000, cela devient

Mo2, 52 - 72(1007.159)
— - = 37.6217 ~ 38.
"= (M —1)B2/(4N?) + oz (52 —1)20002/(4 - 522) + 72 - 1007.159

Un échantillon de grappes de taille m = 40 ferait I'affaire pour les deux. |
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51. Une chaine de télévision locale souhaite donner un estimé de la proportion d’électeurs favor-
ables a la candidate A lors d’une élection municipale. Il s’avere trop coliteux de sélectionner
et d'interviewer un EAS d’électeurs, c’est pourquoi la chaine a opté pour un EPG, en util-
isant les quartiers comme grappes. Un EAS de 9 quartiers est sélectionné parmi les 503
circonscriptions de la ville. La chaine de télévision souhaite réaliser ’estimation le jour de
I’élection, mais avant que les résultats finaux ne soient comptabilisés. Des reporters sont alors
envoyés dans les bureaux de vote de chaque quartier sélectionné afin obtenir les informations
pertinentes, présentées ci-dessous.

Quartier 17 1 2 3 4 5 6 7 8 9
# Electeurs z; 1290 1171 1170 1066 840 843 1893 971 1942
Favorisant la candidate y; | 680 596 631 487 475 321 1143 542 1187

Déterminer un I.C. pour la proportion d’électeurs de la ville qui favorisent le candidat A, a
environ 95%. Combien de quartiers devrait-on prélevé afin d’obtenir une marge d’erreur sur
I’estimation B = 0.037

Solution: On a m =9, M = 503, N inconnu, et

9

9 9 9 9
Dy =6062, » x; =11186, > y7 =4790794, > wy; = 8497266, Y =7 = 15254500,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

d’ou
9

X 6062 11186 5 1 9, a2 o _ .
Do = Trigg = 0042, M= = 124280, sp= Z;(y +pari—2pgriy;) = 7626.75;
la variance d’échantillonnage est

. 1 s m 1 7262, 75 9

Vip :7.713(1_7): 25 T ) — 0.0005387548.

(o) = 221, M) T 1242892 9 503

L’erreur est ainsi B = 21/0.0005387548 = 0.04642218, et 'intervalle de confiance recherché
est 0.542 £+ 0.046 = (0.496, 0.588).

Pour obtenir une marge d’erreur sur l'estimation B = 0.03, on suppose que 0123 = 7626.75.
Posons D = B?n?/4 = (0.03)?(1242.80)? /4 = 347.57 (puisque N est inconnu, on ne peut pas

déterminer N), d’ou

Mo?, 503(7626.75)
_ _ — 21.06595 ~ 22
T M -1DD+0% (503 — 1)(347.57) + 7626.75

serait requis pour obtenir la marge d’erreur requise. [
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56. Une grande entreprise est divisée en 11 départements. Le nombre d’employés dans chaque

département est indiqué ci-dessous:

Département | A B

b E F G H I J K

# Employés | 230

110 25 322

17 65 63 210 77 12 45

Dans le cadre d’'une enquéte d’opinion réalisée aupres des employés, on utilise un EPG afin
d’étudier des départements entiers. Un EAS de m = 5 départements est sélectionné. On
s'intéresse notamment & ’opinion des employés sur la facon dont la direction communique
ses objectifs. Cette réponse est mesurée pour chaque employé en combinant les scores de
trois questions, chacune mesurée selon une échelle de Likert a 5 niveaux. Plus les scores sont
élevés, plus I’évaluation de I’employé sur la fagon dont la direction communique ses objectifs
est positive. Les données ci-dessous sont des résumés pour chaque département sélectionné.

Département

A E F H I

Moyenne Likert

3.62 4.24 407 336 3.81

(a) Préparer un diagramme de dispersion du score moyen en fonction du nombre d’employés
dans chaque département sélectionné. Une relation semble-t-elle exister? Si oui, com-

ment 'expliquer?

Pentreprise, & environ 95%.

En utilisant I'estimateur 7, calculez un I.C. du score moyen de tous les employées de

Nous avons introduit I'estimateur My, afin de déterminer le total dans la population.

En divisant cet estimateur par N, on obtient un estimateur pour la moyenne dans la
population. En utilisant ’estimateur %yT, déterminer un I.C. pour le score moyen de
tous les employés de cette entreprise, a environ 95%.

(d) Pourquoi I'l.C. obtenu en (b) est-il plus étroit que celui obtenu en (¢)?

(e)

M

Nous avons vu que Yy est un estimateur biasé de p lorsque les grappes sont de tailles

différentes. Montrer que ;% est un estimateur non-biaisé de p.

Solution:

(a) Le diagramme de dispersion se retrouve ici.
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D’apres le petit échantillon dont nous disposons, il semblerait que plus un département
est petit, plus les employés ont tendance a étre satisfaits de la maniere dont la direction
communique ses objectifs. Cela n’est pas tout a fait surprenant, car il doit étre plus
facile de les communiquer a des groupes plus petits, ne serait-ce que parce qu'une plus
grande proportion d’employés peut étre informée des objectifs en personne.
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(b)

On peut montrer que y; = 3.61970 et que la variance d’échantillonnage correspondante
est V(7g) = 0.0099; la marge d’erreur sur Uestimation est donc B = 21/0.0099 = 0.199
et 'intervalle de confiance de la moyenne & environ 95% est 3.62 +0.20. (Ca, c’est si on
se sert de N dans la formule; si on se sert de 7, & la place, on obtient 3.62 + 0.18.)

On peut montrer que %yT = 47171%)4 = 4.06 et que la marge d’erreur sur ’estimation est
B = 231?127'5’9 = 1.98; l'intervalle de confiance de la moyenne & environ 95% dans ce cas

est 4.06 £ 1.98.

L’erreur sur la marge d’estimation de % est beaucoup plus faible que celle pour %yT, ce
qui n’est pas surprenant puisque nous utilisons davantage d’informations auxiliaires pour
calculer la moyenne dans le premier cas. Lorsque nous utilisons I’estimation %@T, nous
sommes a la merci de la taille des grappes de I’échantillon : si trop de “grandes” grappes
sont sélectionnées, ’estimation %yT sera plus élevée que u, alors que si trop de petites
grappes sont sélectionnées, I'estimation %yT sera plus petite que p. Ce potentiel de
variabilité élevée se reflete dans la plus grande variance/erreur d’estimation pour %yT.

Soit N le nombre total d’employés, p le score moyen par employé, M le nombre de
grappes et 7 le total des scores de tous les employés. Alors u = &. Puisque I'estimateur
M7y, est basé sur le prélevement d'un EAS de taille m sur les M totaux des grappes,
nous avons que F(Myr) = 7, de sorte que

M _ 1 _ 1
E (NZ/T> =y EMyr) = 57 =p

88



